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Sur des classes tres-étendues de guantitﬁ’.s' dont {a valewr n est
ni  algébrique, ni méme réductible a des wrrationnetles

algébriques ;

Par J. LIOUVILLE.

1. Jai présenté, il y a longtemps, sur ce sujet, a 'Académe des
Sciences, et fait insérer dans le tome XVIII des Comptes rendus
(pages 883 et g1o; séances des 13 et 20 mai 1844 deux Notes que
je crois devoir reproduire ici en les complétant. La premiere est ainsi

COnguUe :

¢ Pour donner des i!I[‘.IH]'}].ES de [ractions continues dont on puisse
démontrer en toute rigueur que leur valear nest racine dancune
équation algébrique

J(x)—ax™ + bx™" 4+ .. + gax + h = o,

. . . - 3 ;
a,b,.., g, h étant des entiers, il suffit de se rappeler que et £
' o o

étant deux réduites successives de la fraction conhinne qui exprime

le développement d'une racine incommensurable x de cette équation,

le quotient incomplet 1, qui vient apres la réduite £, et sert a former
Y

la réduite suivante, finira {cela résulte d'une formule de Lagrange,

voyez les Mémoires de Berlin, année 1768 ) par étre, pour des valenrs
de g tres-grandes, constamment inférieur a

+ _-ff.{'lfP,erf' j
gfip,q)dp

expression essentiellement positive ou I'on suppose

Sipg)= ?"_,f(’g | =ap" + bp™ g + ...+ hg"
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» Abstraction faite des signes, on anra des lors, &4 plus forte

ralson .,

puisque f(p, ¢} est un entier égal au moins i lunité s1 Pon admet

(ce qui est permis) que 'équation
Jlx)=o

a cte débarrassée de tout facteur commensurable; 1 p, ¢} —=o donne-

rait . en elet .

» Maintenant representons par f ' (x) la dérivee de f{ax); line-
salité ci-dessus deviendra

p<gf(4)

%

T H‘:;l] est une quantite finie qui tend vers la limite f' @),

f

comme — vers la limite . En {|é5-.guilllt par A un certain nombre fixe
i
supérieur a cette himite , on sera done certain d avoir

o< A -.rl?" :.

» Amst, les gquotients ncomplets o une fraction continue repre-
sentant la racine x "une équation algébrique de degre n, « coeffi
cients rationnels, sont assujettis a ne jamais depasser {e produit d’un
cortain nombre constant par la puissance {n - 2Y4M e dennmina
teur de fa reduite precedente.

» 11 suftira de donner anx gquotients incomplets g un mode de for-
mation qui les tasse gr':nld]r' au dela du terme indiqué, pour oblenr
des fractions continues dont la valenr ne pourra satistaire & avcune
cquation algébrique proprement dite; cela arrivera, par exemple . s,
partant d'un premier quotient incomplet quelcongue, on forme cha-

. . L] . 2 : f‘i - . - L1 .l LIy
1 des smvants oA Vaide de la réduite - qu le F‘.Il"Elfﬂi-l’, o Apres la
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loi o == g¥, ou bien encore d’apres la loi p = g”, m ¢tant Pindice dn
rang de wu.

» Au reste, la méthode précédente, qui sest ofterte la premiere
n'est ni la seule ni méme la plus simple qu’on puisse employer. Ajou
tons qu’il v a anssi des théoremes analogues pour les séries ordinaires.

Nous citerons en parhtulir_-r la série

fétant an nombre entier, »

2. La seconde Note contient une démonstration nouvelle et plus
.-'.nn].‘rh_* du théoreme r111|:11|-z~| _r:i"i.-'.'li!-i ot condurt par Ia formule citée de
Lagrange. La vraie force de notre methode est, comme on va le voir,

ilHii"I}PIHIEHH{' de cette formule.

« Solent @&, X, Ty,..., L, , les n racines {la premicre reelle, Jes
antres réelles on imaginaires) de I'équation algeébrique

fley=ax"+ b + .+ gxr + h =0,

que 'on peut supposer irréductible, etoua, b,..., g, A sont des en-

. - . . a P .i-"
tiers positifs, nuls ou négatifs, comme on voudra. Désignons par ==,

ff- .'il
deux réduites consécutives de la fraction conlinue dans iﬂ{,{!lt:”t‘.' aT s
développe; et par z le quotient complet qui vient apres, en sorte que
I'on ait

Enfin, posons

5

fip.g)=9q"f |[";H'| = ap” + bp™' q ...+ hg".

» Par la décomposition de f (E] en facteurs, opérée a Paide des

FACITIES X', J,y.... Lyu gy ON lrouve
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\ ] ) -
» Or. a mesure que la réduite £ converge vers x, la quantité
o

{ P \ (.ﬂ
a a, e[t —
"qu.l' ' ) g Iy 1)

converge ausst vers une limite finie, savoir,

aldr —x,)... @ —x

v
% =1 !

il v a done un certain maximum A au-dessous duquel elle restera
toujours. D'un autre coté, f(p. g) est un nombre entier, an moins

egal a Iunité, abstraction faite du signe. On a done

1 [

q (g2 4= g > Ag"

o o

Z < !.I,er.n—z — %" < Ar}“",

megalité qui subsiste, & plus forte raison, quand on substitue au quo-
tient complet z la partie enticre qu’il contient, ¢’est-a-dire le quotient
incomplet . Le théoreme que nous avions en vue est ainsi démontré
d'une maniere simple , sans qu'on ait en besoin de recourir a {a for-
mule de Lagrange dont nous avions d’abord fait usage. On peut, du
reste, appliquer une méthode semblable aux divers genres de déve-
loppements dont  les quantités arrationnelles sont susceptibles, el

obtenir par 14 des résultals intéressants,

a. Ajoutons a ce qui précede quelques développements. Consi-
dérons toujours une racine réelle x de 'éguation, irréductible et

coctlicients enhers .

Jlx)l=ax"+ bx" ' .+ gx + h = o0,

qui, si 7 est > 1, aura aussl ces autres racines x,,..., 1, _,. €ssen-
tiellement irrationnelies ou imaginaires et différentes de o, Mais cessons
de nous assujettir a employer, pour approcher de plus en plus de x,
'I.l'
p

des réduites de fraction continme, et servons-nous de lrachions
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quelconques. En faisant, comme ci-dessus.,
flpyog)=ap"+ hp"'q +. ...+ hg",

nolus serons certains, st n est >, que la valeur absolue de 'entier
f{p,g) est au moins égale a l'unité, et nous Hrerons encore de
I'équation

I

_ u-'r !':I'r ':ilr_ -
o . [i.-l'” '-,II o (I; ) -'-I

g f o

g

cette uruma'-ql.u:m:r. qu’en désignu.nt par A un certain nombre fixe, on

) . . . . P
doit avoir { abstraction faite du signe) pour toutes les fractions = dont
o

Frdills flivlls =servaoills :_:I_I'_".I'Lil:".l-i{".rl"l{"!llt!

P> .

q Ag
Mais le cas de n = 1 doit étre 4 son tour examime de pres. Le cas
ne pouvait pas se présenter tout a I'heure; car par cela méme quion
supposait la fraction continue, dans laquelle on developpait |
composee dun nomhbre infini de termes, on avait & irrationnelle el

7 > 1. Mais ici, tout en continuant a supposer en nombre infini les

fractions successives - dont a est la limite, on doit regarder comme
i
possible le cas de n = 1.

Pour traiter ce cas, soit donc

f XY= ax + h ).
o o
] i) "+— -_‘.l.'
e
i r!ar

Sl pouvait arriver que le numerateur ap + bg tut nul, vous ne
E:r:-.:lrriﬁns tirer de la ancune conclusion. Mais st nous nous somimes

i 1 1
AssLIres l]l'.'”' e mover qnf*.lcr*llqm-! Iflllt‘. 1 (1 Tt & I!H'[]]:’Ilﬁ

ajp + rrlel,' — ).

Vo %1 = Avn 130
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C est-a-dire

nous pourrons athrmer des lors que 'on a

1
‘L.I —_— :.'_;. —
i ag
o1 bien
- A T : ;
q Ag

en écrivant A au lien de 2. La formule génerale

I
AL
q Ag

subsistera donec méme dans le cas de n — 1

Cela posé, admettons qu’une quantité r soil telle, gu’'en formant
des fractions © en nombre indéfini et tendantes vers 2. mais dont au-
i
cune ne soil précisément égale 4 x, on finisse par reconmaitre gue
linégaliré

]
£ x e
g A

na pas toujours lieu. Il faudra en conclure que . ue peul étre racine
d'une équation de degré n. Ajoutons que x ne sera racine d’ancune
¢quation de degré inférieur /5 car ayant

P 1

¢ TS A
on aura, a fortiori,

F I

- S

o < Ag

pour tout exposant 1 moindre que n. Ainsi, ayant constaté que I'iné-
galité

A 4
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est en delaut, on en conclura que la valeur de & n'est pas rationnelle
Si 'inégalité d’ordre plus ¢levé

¥ 1

'!r - x “‘:_-;. -

l"fr _'i.ff'!
est inadmumssible, on en conclura que 2 n'est ni rationnelle, ni méme
racine d'une eéquation du second degré; et ainsit de suite. Enfin, il
arrive que 'inégalité
) ) 1

i B _

i Ag®

se trouve genéralement en défaut quelque nombre fini qu’on prenne

pour n, on pourra affirmer que x n'esl pas méme une irrationnelle
;1]géhrifim‘..

4. Soit, par exempie .

L | ! I
o= ; —+ Fﬂ—}':::—!'-...'{' :I-;:-u.a t=sasy

{ ¢tant un nombre entier. En ramenant a la ﬂ')l‘t'ﬂi?g la valeur appro-

chee, mais essentiellement trop petite de x. que donnent les m pre-
miers termes de la série, on aura
*'{ ‘l'l.i.. T

et

1
dm E_u.'-.-l:.li- Skt I__Ir_..-,.__

Quand Fexposant m grandit indéfiniment, cette derniere quantité de-
croit plus rapidement que toute fraction ayant un numérateur con-

stant et un dénominatenr |‘1rt}pnrtiﬂnnel a une puissance donnée de B
en sorte que i’inf‘galilf‘

P ax :} |
9 Ag"

finit toujours par étre en défaut. Yen conclus que > n'est ni rahon-
nelle, ni meme exprimable par des irrationnelles algebriques.

1.
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(On arrtvera lacilement 4 une conclusion semhblable pour la sere
heaucuul:- plu:-; généraln

A=

s A &y _ -
Tt pa T Ens vt paim e
kyy kyy Kyseos Ky, désignant des nombres entiers, positifs ou négatifs.
dont la valeur absolue ne dépasse pas un certain maximum & En
prenant donc [ = 1o, et k,, k,,..., 4 volonté, de o 4 g, on formera
des fractions décimales indéfinies dont la valeur ne pourra jamais
s exprimer algébriquement. Je crois me souvenir gqu'on trouve un
théoreme de ce genre, énoncé dans une lettre de Goldbach a
Fuler; mais je ne sache pas que la démonstration en ait jamais été
donnée.

Maintenant posons

==t = — .+ — +

En prenant toujours pour valeur approchée de x la somme des m
premiers termes de la série, nous aurons

Cette dermere quantité, renfermant au dénominateur le produit de 4

] 7 ] . . B " ¥ &y *
par £2"*' qui grandit avec m, finira par décroitre plus rapidement
: .
. . 3 3 . ? -
que Ag Mais tout ce qu'on peut conclure de 14, ¢’est que & n’est pas
rationnelle.

Comme nouvel tz‘.iu_‘mi]lr.. soit

2 1 - 1 n I L [
= - = — v o —
{ {, L fm

[ étant un entier, et chaque terme avant pour dénominateur la
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(7 + 1™ puissance du dénominateur precédent. de sorte que

R+
'-"FI"I: Im 1"

Il est clair que {,_, sera une puissance de { : par suite, on pourra
prendre

el

Donc & ne sera racine d aucune ¢quation algébrique de degre egal
ou inférieur a n.

On aurait encore d'autres exemples, en considérant la série

I 1 I i
I = = . =t .= T T e
] ~ i F T + A . ' '

on f, &y, byy...y L,_,,... désignent des nombres entiers de plus en plus
grands. Cette circonstance que {,, croit au dela de toute limite suffit
d’abord pour que x ne puisse étre rationnelle. Tt si [, croit assez
rapidement avec lindice m, on sera certain que x n'est pas meme
une irrationnelle algébrique.

. Observons en terminant que, st 'on voulait supposer a, b .. .

g, 7 imaginaires et entiers complexes. c'est-a-dire de la forme

2+ 3y —1, o et B étant des entiers reels, pris tendre vers
racine umaginaire x de I'éguation

1Ie

ax"+ba"' . gr+h=—o.

a I'aide (e f'r;ar:riunsg dont les denx termes seraient auss: des entiers

complexes, on retrouverait encore Ueéquation

fima)

g.a .;:.“‘”_:.)...(F.___I___ﬁf

o 7 !

_T"' T e——
PN p——

< |

et en substituant anx imaginaires leurs modules, on en déduirait
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facilement
I
mod. [“I—'1 — :t] = — —
X . A (mod. 4"
ce qui permet d’étendre aux imaginaires les résultats que nous venons
de développer pour des quantités réelles. On reconnait ainsi, par
exemple , que, quel que soit I'entier complexe /. la somme de la sére

] I I |
A R R

= ersy

.!|.I'-......l

n'est jamais expriumh‘lﬂ algéhriquﬂmfnl.



