192 JIOURNAL DE MATHEMATIQUES

T R R TR R R N

W e

e T e N T e VR WA e e

SUR L'IRRATIONNALITE DU NOMBRE

e==2,718...;

Pax J. LIOUVILLE.

Un prouve dans les éléments que le nombre e, base des logarithmes
népériens, n'a pas une valeur rationnelle. On devrait, ce me semble,
ajouter que la méme méthode prouve aussi que e ne peut pas étre ra-
cine d’'une équation du second degré 4 coefficients rationnels, en sorte

. . b . . .
que 'on ne peut pas avoir ae —+ e ¢, a etant un enher pﬂﬁlttr{:t fi., £y

des entiers positits ou négatifs. En effet, si 'on remplace dans cette
’ " 1 . ’ ¥ .
equation ¢ et ~ ou e™' par leurs développements deduits de celui de 7,

pwms qu'on multiphe les deux membres par 1.2.3 ... n, on trouvera
alsemnent

=2 ;
e Y an4+2 )T m41 n~ 2

-+..-j| == i,

1 étant un entier. On peut toujours faire en sorte que le facteur

&
B

soit positif; il suffira de supposer pairsi b est <oetn impair si b est
>0; en prenant de plus n trés grand, Péquation que nous venons
d’écrire conduira dés lors a une absurdité; car son premier membre
etant essentiellement positif et trés petit, sera compris entre o et 1,
el ne pourra pas étre égal a un entier . Donc, etc.
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A LA

NOTE SUR L'IRRATIONNALITE DU NOMBRE ¢:

P« J. LIOUVILLE.

On opeut étendre au carré du nombre e le théoreme (UE NOUS AVons
demorntre dans le dernier cahier de ce Journal ; en d'autres termes ., on
peut prouver que 'équation ae® + be * = ¢ est impossible, a deés-
vnant un entier positif, et &, ¢ des entiers ]Jfl:i.:T;I'&. nuls o negatifs.

ko eflet | représentons avec Legendre par E o) la partie entiere conte-

nue dans un nomore positif quelconque o la somme
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indiquera combien de fois le {acteur 2 entre dans le ln'miuil (.29, in-

'
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cette somme est evidermment plnﬁ IJl.‘Tll’L‘. que -+ - -+ 4 | .Uoest
. ."+ '
a-thire plus petite que i de }]IIIH._ elle a pour valeur m —1 oum —

respectivement, lorsque m est une prissanee exacte de 2 ou une telle
prissance augmentée d une unité; on voit par B que la fraction irred -
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lible équivalente a4 —— = e de la forme - Zp Ctant un exposant
| — s o o e

essenticllement positif’ qui devient égal a 1 quand on a m= 2" et ¢gal « 2
quand m = 2" +- 1; ajoutons que si 2z est un entier ™ 7 sera divi
sible par p,,.

Cela pose, Jobserve gue, dapres une formule connue, on a

i,

& N 5 I g f ae b
¢t =1 4+ -4 Fes . —— -1 =+ -
Lo 1. 1.9.%. ., .1 FEo—t= 1

b désignant un certain nombre compris endre o et 1. Soient 5. - les va-
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fx
— relatives 4 x =12 et = —2, lesquelles deviendront
71 e

plus petites ¢ue tout nombre donné, en prenant n sufisamment grand.

leurs de

Fn faisant ., comme ci-tdessus ,

nous obtiendrons

. a v

gt =1 = ++ -.i-_+_' 'I+i.el,
FP= "

. }.13 1“" )

el =) —. ..k —, ...k 1 2% .
Ha Pa ‘

Substituant ces valeurs dans 'équation ae® 4+ be ?* = ¢, puis multi-
pliant les denx membres par p,, on trouve ensuite , sans difficulte,

a.2". 2@z b.2a".2y —u,

u étant un entier. Or cette égnation est absurde; en effet on pourra ren-
dre de méme signe les deux facteurs @ et 5 b; il suffira, par exemple,
de prendre n = 2 si b est <o, et n = 2l 4- 1 si b est >o0; daillenrs,
dans la premiere de ces denx hypotheses, on aura a, =1, et dans la se-
conde, a, = 2; des lors, en donnant 4 i une valeur tres considérable ,
on voit que la somme a.2".2f = b.2%.2) sera essentiellement positive
et tres petite, de sorte qu'elle ne pourra pas étre égale 4 un entier .

Donc, etc.



