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MEMOIRE

Nur le développement des fonctions ou parties de fonctions
e serces dont les divers terimes sont assi jetits asalisfaire i
nne mene éguation différentielle du second ordre conte-

nant un parametre variable ;
v JOSEPH LIOUVILLE.

Presente a UAcadenmuie des Sciences, le 3o novembre 18535,

Lovsqu'on veut déterminer les lois du mouvement de la chaleu
daus une harre hétérogene, placce dans un milieu entretenu a o°, v
tombe sur l'equation aux differences partielles

£l
, o | A -‘l‘
\ i \ dr/

I- 1 '!:: LS e e

4 Y dr il

— L.

Dans cette équation qui doit servir a determiner la temperaluve o do
chaque point en fonction du temps 7 et de Pabscisse & de ce point |
les trois lettres g, A, { représentent respectivement la chaleur spect.
fique, la conductibilité intérieure et le pouvolr emissit: ef, puisque L
barre et ]LE:.tt.;I':Ji_;IE:I'IEf , 01l cdoit fes :'Lrganh:t , Non conme des constantes,
mais comme des quantites variables donnees pour chaque valeur de .

51 les abscisses des denx extremites de la harre sont x et X, on o o

Ip!u.ta deux conditions definies de 1a forme

r'.i"Je -
| I e = o pour a = x.
(2 d )
fadid .
’ e ~+ it = « pour g = N,
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hoet H etant des conslantes qui peuvent avolr des valeurs qutltunf]um
depuis o jusqu’a =+ = . Enfin, on doit avoir

5) n == flx) pour { = 0,

_Jf:i ctant une fouction arbitraire [iui ]"EI]L‘E:.‘:'.CJ':I'[E: I'etat 1mitial des
tcnrptjratu res el lI[li gatisfait aux deux conditions

.l'-lrf.:'r:l - N . _—
i — F;Jf{,_t.g = 0 pour ¥ = X,

i*"f':-'f: f AN -
== + Hf{x) = o pour x = X,

lesquelles se déduisent, en posant £ = o, des équations (2} que nous
avons regardées comme ayant lieu pour la valeur générale de « dont
fla) n'est qu’un cas particulier.

Pour former Ja valeur de u qui satisfait a I'équation (1) et aux con-
ditions définies (2) et (3), om est conduit a developper la fouction
f(x) (pour toutes les valeurs de x comprises entre x et X | en une
série dont les termes successifs different 'un de l'autre par un para-
metre r et ont la propriété de satisfaire a la fois a 'équation differen-
tielle géneérale

of ( ftﬂ
dr

— ¥ = L ¥
Ig o A
et aux conditions particulieres,
ﬂ:"
Ei.-_r — AV = o pour & = x,
ay ;
¥ ~+ HV = o pour r = A.
L

On peut voir, dans louvrage de M. Poisson sur la chaleur, comment
on est porté, par la marche méme du calcul , a admetire la possibilite
de ce développement pour une fonction quelcongque f(x); mais jus-
qu'a ce jour il a paru diflicile d'établir celte possibilité directement et
d'une maniére rigoureuse. Je me propose de donuer ic1 une méthode
tres simple pour y parvenir. Je considere en elle-méme la série par
laquelle les géometres ont représenté le deéveloppement de f{x) dont
il est question : sans rien supposer a priori sur lorigine de cette série
ui sur sa nature, j'en cherche la valeur, et je trouve que cette valeur
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est precisement f(a), du moins lorsque la variable = est comprise
enlre les limites x et X

I1.

Soient g, A, ( trois fonctions positives données en nombres finis
pour chaque valeur de comprise entre X ¢t X : nous supposerons ue
les deux premieres restent constamment > o3 mais la derniere pourra
étre nulle, soit pour quelques valeurs particulieres de a0, soit meéme
dans toule l'etendue des valenrs de cetle varable. Soient encore 2 et H
deux conslantes qui peuvent avoir toates les valeurs possibles depuis
0 Jusqua =,

En adoptant pour le nombre r une valeur convenable, on peut tou-
jours trouver une fonction V qui ne devienne identiquement nulle
pour ancune valeur déeterminee de r, a0 restant indeterminée (¥}, et qun

“* Un pent :-.~;[:1'i::1|=.1' vV oen zerie convergente, Pour cela soit &' ce que devient

Fogquand ===« : représentons par pg, po, poy... une suite de quantites
_ , . v £
lices entre elles frar la relation g‘g:&t:ﬂ‘i‘tle Fmey =— ) J_ (f — :-_r:':;ﬂ.:.ff-l'i frre-
. ©dr _ . ]
nons cu outre p, — 1 - ki =, el faisons p, 4+ p,+pa .. =0z, La
i [
valenr de Voqui satisfat i la fois & Péquation indéhinic {A) et aux conditions delh
nies (Brsera N = Tl{r, r, r tl{':'zi;';n.’i.'ii FIRLE qu-.’!ltmu{uc des racines de l"c'-:[u:!.ll-:ur
el y
: dilfx, r)
L e = TN, M = o
’ d M (3
.- al : o,
Powr =%, cna v==1, o= by quel que soit v la fonction ¥V on'est dogs,
i

dennguement nulle pour aucune valeur de r, x restant indéterminée. Cela pose
ies racines de Uéquation (U) seront toutes mégales , comme M. Stuvm Va démoentre
ala page 142 de ce volume 1l pourrait v'en étre plus de méme st Von employau
(et cela est arvive rlm![“u:f'ui_q une valeur de ¥ !-in!z{:l-_'I]'.']!]tl‘. de devenir i[fﬂ!:ti[iul'
ment palle powe certaines valeurs détermindes de »,

{Juand on a H = +4- oo, la seconde des équations (B} ¢€tant divisée par H se re-

et semblablement dguation (C) se réduit .

1

A, rj=o. Do reste, la valenr de ¥V demeure la méme que ci-dessus, Mais cette

dut 4 Ve=o pour X

1

valeur change de foriwe quand on a & = oo : dans cette nouvelle hiypothese,
la prenmere des équations (B) devient ¥V = o pour xr = x; et, =1 'on vent continue:

. x rf."
vposer Vo= p = po 4 pe o= {a, Al faut prendre p, =4 f :
33..

— , sape
.'I.
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satisfasse 4 la fois a Pequation differentielle ndéfinie

e d".")
( dr

(A) Bz

- (gr — )V = o,

et aux conditions particulieres,

|

ar

; N _ AV = o pour x = x,

B 5w :
‘ e - ¥ = o pour x = X.

Cette fonction V, comme on vient de le voir, se présente utilenient
dans la theorie de la chaleur; mais nous la considérons 1w en elle-
méme, abstraction faite de son usage dans les problemes de physique
mathematique.

Pour que les conditions {B) soient satisfaites, 1l faut que le para-
metre rsoit choisi parmi les racines d'une certaine équation transcen-
dante. Nous représenterons cette équation par

(1) @(r) = o.
(Cela posé, notre but dans ce mémoire, cst de trouver directement ot
par un procéde rigoureux la valeur de la série
X
\Y [ eV flayde

e
[: g\ dx

il

dans laquelle le signe = s'étend a toutes les valeurs de r qui satisfont 2
I'équation (C). Quelle que soit la fonction f{x)(*}, nous montrerons

altérver datileurs la relation établie entre p, el pu,,. Cela étant, on a, pour
dV - . )

= n, — = 1, valeur diffévente de zéro : par conséquent il n'existe aucune

valeur de r qui rende V identiquement nulle | et dés lors, daprés la démonstra-

tion déja citée de M. Starin, Uéguation (C) n'a que des racines népales.

*) Les fonctions que nous considerons dans ce memoire [et la fonction f{x) en
particulier | peuvent changer de forme ou d'expression analytique dans 'étendue
des valeurs de la variable ; mais, aux points oi elles changent de forme | nous ad-
mettrons tenjours qu'elles ne possedent qu'une seule valeur. Tapris cette restric-
tion qui nous est commune avec M, Poisson {weoyez la page 193 de son grand
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que Ia serie en qucsliﬂn a Ill‘écisénlenl J‘Lr‘; pour valeur, du moins
lorsque la variable x est comprise entre les himites x, X,

1.

Mais avant d'entrer en mahére, il faut rappeler quelques propriétes
remarquables dont jouissent et la fonclion Vet les racines de equa-
tion (C).

12, Les racines de Vequation (C) sont, en nombre infin, toutes veelles
et indgales : la plus petite de ces rocines peut €lve nulle ou > o les
autres sont > 0. Nous les designerons desormais 7y, vy 1y, 0ol o Tan s
et nous les supposerons rangdes par ordre de grandeur, en sorte que
Von ail r, << r, << ry. .. <Py v o< Iy o NOUS representerons aussi par
Vi), Vo), Vi), Vol o Vala), o les diverses valeurs que
prend la fonction ¥ lorsquion y pose successivement r=r,, r=r.,
U L5 L &1 T

2", Si I'on considere les valeurs de V relatives a deux racines diffe-
ventes r,,, r,, lintégrale définie prise de x=x 2 =X du produit de
ces deux valeurs par gele est toujours é€gale a zéro, de manicre que
Fon a
ﬁ * sV (o) Vixdr = o,

L

toutes les fois que la différence r,, — r, est autre que zero.

50. La fonction ¥ ne devient jamais infinie, et elle ne peut change:
de signe qu'en passant par la valeur zéro. L'étude des propriétes
des racines de I'équation V=0, dans laquelle on regarde = comme
Iinconnue, est tres intéressanle. Si T'on considere celles des ra-
cines des équations V,(a)=o, V,(x) =0, V,(x]=0,...V [ x)=o0,...
qui sont comprises entre x et X (abstraction faite des racines a = x,
x =X, qui dans certains cas existent] on demontre que la premiere
de ces équations est impossible , que la seconde possede une seule ra-
cine , que la troisieme en posscde deux, et ansi de suite, en sorte

ouvrage sar la Chaleur), s1 Uen construat la ligne veprésentée par Vequation
y = f(x), cetle ]iﬂue anra une seule ordonnée en chacun des |:ur.|inlﬁ |.|Ejr.|nrln_m il

deux parties conjuguees ; elle pourra avorr deux tanjentes ondeux rayvons de cowr-
bure différents appartenant i ces deux parties,
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que la fonction V,(x] ne sevanouit jamais, et que la fonction
V. x) sévanouit (m— 1) fo1s pour des valeurs de x> x et <7 X.

4" Les (m—1) racines 2> x et << X de I'équation V¥, x)= o sont
megales entre elles, et de plus comprises entre les m racines de 'équa-
tion suivante : 'V, (xj=o0, Ainsi la fonction V,(x) est la seule qui ne
change jamais de signe lorsque & croit d'une manmiére continue de »
a X lafonction V () change (m—1) fois de signe dans le méme
imtervalle.

5. 81 lon dl_;sigm’: par A, AL, .. A, desconstantes qui ne sorent

pas toutes nulles, et si l'on prose
1,‘# ,..':.I?:I — A ,,_,_t‘t':m '_,!:.ZI"J + e _'"l._‘r'ﬂ:-"[: — .:T,;

la fonction ¥x) ne sera jamais if]!’.‘ufif}l:ﬂl‘tﬂfll'r nuile , et 1'{!:"{1:;11]:]11
¥ or)==o0 aura (jJn—1) racines au moins et (n-—1) racines au plus
entre ~ et X. Dans I'énonce de ce theoreme, chaque racine multiple
de Tequation ¥{x)=o (lorsque celte équation a des racincs mul-
tiples | doit étre complée autant de fois qu'elle entre dans I'équation :
amist les racines doubles doivenl ¢tre comptées deux fuis, les racines
triples trois fois, ete.
O sant comment M. Poisson s est servi de Pequation

T

5, .
!1 sV (Ve = o,

pour prouver la realite de toutes les racines de Fequation (L), Les antre.
proprietes des racines r,, 1y, 1y, ... ont été découvertes et démontrées en
rigueur par M. Sturm (*3}. Considerées en elles=mémes et independam-
ment de leurs applications, ces propriétés sont déja tres clegantes :
I'usage que nous allons en fawre leur donnera peut-étre plus de prix

CNCOre auy veux des ﬁnf{}t':i&h'm.

¢ On prendia une idee des meéthodes crinployées pay M. Sturm en lisant son

Wemarre sur Uiniéeration des équations .rf{' crenticlles {indaires du second ordre
covez page 1ob de ce volmme)., Mais la démonstration compléte du 537 théorime
fdant nous allons surtout faire usage) n’a ¢té donnee par Vavteur que dans un
Hemotre sur Uintégration des dquations aux différences partielles encore inédit
~Cdant il nous a pronus d’enrichir ce journal.
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V.

Nous nous servirons d'abord des théorémes contenus dans le numero
precedent, pour ctablir quelques lemmes prrj“mitt:lircg dont nous yu-
rons besoin plus tard,

er

Levme 1 Soient a, b, c¢.... des grarndenrs megeles COMPIisg.:

entre x et ?{. Posons

1,*' (ﬂx 1'4. I.-‘r:.ll - 1.-";'!__‘,-'} 19"{"_:{‘-. — 1’: fr‘-.
1?”_[1.-',1-"3 Inl-—-"q-gﬁ"“q. {Il: 'l:.l-,}-.':.

1“'_li;"fl;l 1';,,-.11"’] o Ym{f{f}"—[(.’lﬂ'j — Ej...:-TJ;

Jries
1.r.x1_r,.'~. NP Fat —— £
I -a"lr’e'[ P1*~.E'J 1 L) == QJR‘T‘J ?
¥ -"' . A o i
P,(0)P (x) — 11-\;,; pu:_'.f ) = [;I,,“.w-f,

PP, () — I" *;; m (2 ;J ﬂ ()

aas

LS erCore

[
Qu(c) Q) — Qfc *'Uw::_'j = R,(x),
Qi{e) Qslxr) — {J:.' ) Qs(x) = Pufi“

QJ{P.‘:QW{."I‘.‘J — Q'ﬂ{{..\ﬁ ..-" —_ l{ -.'1.1

miy =

® - & L] . ' ' * #

el ainsi de sutte. Je dis que, st Uon se borne a considérer les valewrs e
x>x et <X, la fonction P,(x) s'évanouira pour x=—u et serde-
ment pour x=a : la fonction Qsx) s'évanouira pour x=d, xr=b et
seulement pour xy=a, xr==b;

la fonction R,(a) s'évanouira PoLer
A==l E l.fl—-__-—- F} 3 .r:f_-‘.j f_:".lt jEii!EfﬂEf:f Pﬂur X =I R ‘T:!j . .'.f_':.f‘
ainsi des autres. De plus , toutes ces fonctions P, (=), Qulx)
Fl:- :rI::' g cfmngfmnf e . wgrw {fmgm,juu eju ‘elles s H'm.'rmurr;m

’abord on se rappelle que la fonction ¥V ,-R.IJ, ne peut 13:‘;1315 devenir
nulle quand x est >x et << X.

La fonction P (x) se ramene 2 la forme AV (x) 4= A,V,(2) en Do~
sant “'L ——1? fﬂ ﬁ;-—v-\‘,u_ _}, et le coeflicient ﬁ, n'est pas nul,

i



2650 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Done par le 5 theoreme do n® T, cette fonction ne peut sannuller
plus d'une fois quand = est > x et < X, et 1] est d'aillleurs evident
quelle devient nulle quand .« =a. En vertu du méme théoreme, la
racine ¢ ne peat étre quune racine simple @ par consequent , la fone-
ot P,'ﬂr:} doit ch.’ingcr e 'cai;_;m; N neme temps qu'l:“f: sevanouil. Les
fonctions Py}, Pia), ... nejouissent pas necessarrement des mémes
proprictes que Pla) - elles sannullent, 1l est vrar pour ax—=a, mas
fa racine a peul ¢lre multiple, et des racines aulres que @, quoique
comprises entre v et X, peuvent satisfaire anx équations Pyaj=o,
Pirv,=o0, ..

|2 fonction (/) s'anmulle évidemment pour x=15, elle s'annulic
aussi pour x—a puisque l'on a P'Jfa)=o, Pfa)=0. Or, en rempla-
cant P, et Pyla) par leurs valeurs, la fonetion Q.(x) prend la forme
AN O A NV )+ AV ) et le coeflicient Ay n'est pas nul puis-
quon le trouve egal & P(5)V («) : done pour des valeurs de v > x et
< X, 0Oy &) ne peat s'évanonir plus de deux fois : done on a bhien
(Y r)=o pour r=da, x= 5, el seulement pour ==, x=00: de
plus les racines a ¢t & ne penvent élre que des racines simples, ee qui
oblige la fonction ).%0) a clianger de sigue chaque lois quelle seéva-
nouit. Les fonchions O}, (W), ... deviennent nulles pour x=—a
ct a=4h; mas elles ne jouissenl pas nécessairement des autres
proprictes démontrees pour (5],

Iafonction R,(2) <annulle évidemment pour x=¢: elle sannulle
aussi pour == et a==0, car il est ais¢ de voir que Fon a Qyfa)=o0,
=0, Qfu =0, Qb)=o0. Ur, en remplacant Q,(x} et Q (2},
pui= P/a), Pla), Pya) par lewrs valeurs, celle de R, () prend la
forme AN ()4 AV (x) 4-A NV, o)+ ANV (a), A, avant la valew
suivante Oy ) Po(8V (@) qui ne peut pas étre nulle. Done équation
Ii. %)== «o ne peat avoir entre les limites x, X aucune racine diflé-
cente dea, /), o, ot de plus ces trois racioes doivent étre stmples, en
sovte que B ) changera de signe en s evanowssant.

{1 est clair que Fou pourra continuer mdeliniment cette demons-
tradion.

Corollaire, Les (m—1) lettres «, b, ¢, ... representant toujours
des quantites mégales <2 x el > X, on peut déterminer les constantes
ALAL AL LA, detelle mandere que la fonction
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Yoy = AV, (x) + AV (x) + AVi{x) 4. .+ AV (2],

sans etre identiquement nulle, devienne €gale & zéro pour r=«,
r=~h, r==c,... En eflet, st Yon a m =2, 1l suffira de prendre

¥ (x)=P,(r):si Tonam=73, il suflira de prendre ¥ (a) = Q[ ;
st f'on a m=4, il suffira de prendre ¥(xj=RHK,(x); ct amns1 de

suite,

La fonction ¥ () étant ainsi déterminée , I'équation ¥ (z)=o0 nc
peut avolr que (in— 1) racines au plus (5° theoreme du uw® I : or, les
quantités a, b, ¢, . . . sont par hypothése au nombre de (m—1): on voul
done, comme nous avons deja tait observer, 1. que les racines de
I'équation ¥ (x)== o sont toutes inégales et comprises dans la seric
a, b, c,... 2" que par suite  la fonction T,IJ, ::}umg_iu de Hignu
chaque fois qu'elle s'évanonit. Il est bien entendu que la vanable 5
ne sort pas des hmites x, X.

Lemme 2°. Soit @ () une fonction de x : si {equation

e )
(2] jt ¢/x)Vdx = o

a licw en remplacant r par une quelconque des racines de Fequation (L),
je dis que fon a nécessairemnent ¢{a) = o, dexr=—xaxr=—]
D'ahord , si la fonction @ (&), sans étre 1dentiquerment nulle, con-
servait toujours le méme signe depuis r=x jusqua & = N, Tequa-
tion () serait absurde , car en posant r— v, on auratl
C o
[ olx)V.(x)dx = o,

et cela ne se peut, puisque la fonction V (&) ne change pas non plus
de signe entre les himites x=x, r=X.

Supposons maintenant que lorsqu’on fait croitre o de x a N, @)
change de :-'ujﬁm_‘. vm— 1) fois, et soient a, 0, ¢,... les (m—1) valeurs
de x pour lesquelles ce changement s'effectue. En faisant successive-
ment r==r,, r=r,,...r==r,, dans 'équation (=}, on en deduira m
equations nouvelles que l'on pourra ajouter membre a membre apres
les avoir multiplices 1':3:~:.ptr|:'.tirt3m13nt pav les constantes A, AL WAL
kn posant

AV (&) 4+ AV.(x) ...+ AV.(2) = ¥(x),

ot I

Tvieer 15 34
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g1l trouvera ainsi

!
( '1‘." o i [} Y —
. Pl ¥(rede = o.

Mais, dapres le corollaire du lemme 17, on peut deternuuer les

constantes A, A,, ... A, de telle maniere que la fonction ¥ x) change
de signe toutes les fois que a alteint et dépasse infiniment peu u;m
des (m— 1) valeurs a, b, ¢,..... et ne change de signe pour au-
cune autre valeur de x. En udﬂplﬂui les valeurs de Ay AL A, (ul
produisent cet effet, I'élément ¢(x) ¥{x,dxr conservera toujours le

meime signe dans toute I'étendue de I'intégration, et par conséquent,
br ne pourra pas avoir f - @(x) ¥ jde = o0, a moins qu'on n'ail

gy A Al . :
aussl @(x) == 0, du moins pour les valeurs de a comprises entre x
et X.
V.

Maintenant nous pouvons résoudre le probleme qui fait 'objet spe-
cial de ce mémoire,
Proevive, Trowver la valeur de ia série

X =
v [ gvf {r;cr';r:i
E s B —

/:1 eVidx j

dans laguelle le signe T 'étend a toutes les valeurs de r qul sont
racines de .I'"F'}Ji'r.fr;.i!."ur.r {'[1.;:. La variable x« est COMPrise entre x ef x,
ot fff_}’uf)?fri‘i‘!fﬂ?: fl::l est donnee arbitrairement entre ces limites,

En représentant par F(ar) la valeur cherchée el remplacant le Signe

= par la serie quil représente, on a

X i N
V(x) /’ ¥, (x) _}‘ (x)dxr \% j:.'.r:i/ g'ir",::.r]f (xr)dx
Fla) = — - - -

- 1 -
f V. (z)dx f gV.(xpdr

- P N x T

L mLIJ[‘ gV HI:I:lfL:I';{.f'I
Dy : X ————
f oV (x)dr

4

Je muluphe les deux membres par gV (r)dx et jintégre ensuite par
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rapport a & en prenant x et N\ pour les limites de I’inujgmhg_ Puis--
que pour deux indices m et n différents, on a

1 T W
‘ﬁ gV (o'W, xide = o,
cette integration fera disparailre lous les termes du second membre

rl*:-:f:ﬁ]:ﬂi{:ul d'un seul, et on aura
N - S T % Y . o
f . g\' m|:.:r_“‘| f:\.r;rf.r = f. gl r-[TJ]_)‘L;-I'_,iIfI :

d'ou l'on tire
'f&,'_} (‘I':i - fI'I,.'] 3 ,n,(fr-]ﬁ{ilf — 0.

Cette égalite devant avolr lieu pour toutes les valeurs possibles de I'in-
dice m et la fonction g eétant constamment 2> 0, 1l résulte du lemme 2-
que, pour toufes les valeurs de a comprises entre x et X, on doit
avoir Flz)— f(ax)=o0, dou Fa)= f(x). La valeur cherchée de la s¢-
rie est done f(x), entre ces limiles de la varable, ce qui s'accorde aveq
le résultat que les géomeétres ont obtenu par d'autres méthodes moins

directes et moins rigoureuses que la notre.
[Vapres les équations de condition (B), qui sont remplies pour la
fonction YV, la valeur F{x) de la séne

satisfail anx r?galllu's
dFk (x)
Cdr
4F{T)

dr

p— ﬂrFiJ‘) = 0 pour r — x,
4+ HF(x) = o powr x = X;

si donc on veut que l'egalite Floe) = f{ax) soit exacte aux hinite-
meémes ¢ ==x, r = X, 1l fandra rﬁ?gmﬂEr la fonction f{x) commu
assnjettie aux deux conditions

Ifj :I:] ey .

= — F;.r_}‘ (x) == 0 pour ¥ == X,
”r_lf" :1": ll ) N | - -.{
dr -+ .f (J— 0 pour x = A,

que nous avons admises en eflet au n? 1,
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VI.

Nous CYOYons devorr ﬂjt?lll’f’:l’ a la demonstration precedente quei-
(ques remarques qui ne seront pas sans intéret.
Par un raisonnement semblable a celur dont nouws nous sommes

servis pour démontrer le 2° lemme du n® IV, on peut encore ¢tabhr

Ia prﬂprj.:itim] suivante : N .'"f.fg.:ufl.!mr:

X . .
<) ﬁ px)Vdr =o

e licu enremplacant rpar une quelcongue des racines r,r,, ... jusgi
e s je dis gue la fonction @ x) change de signe aw moins (1i—17 fois

.. je dis g ‘) chang signe oins (n—7 fois,
lorsquon fait croitre x depris x jusqua X. En effet, supposons, sil
est possible, que la fonction (a), dans vet intervalle, change de signe
(m—1) fois seulement, m étant < n, et soit (comme au n® IV) ¥{x)
une fonction de la forme AV (x) 4= AV, (x)+.. .+ A V. (x), qui
change de signe aussi (m—1) (015 et pour les mémes valeurs que ¢(x),
le produit @ 2)¥(x)dx ne changera jamais de signe, et par suite on
ne pourra pas avoir

A
. |.'l |\'_ P m—
j gl Wi de =0,

ce qui resulte pourtant de Péquation () en y posant successive-
ment F==r,, re=ry...I=="r,, puis ajoulant membre a membre les
équations ainsi oblenues, apres les avoir multipliées par les facteurs
t‘ﬂrﬁp{,‘ﬂtif‘j A, A....A_. Il est done absurde d'admettre que la fonc-
tion ¢(x) sannulle (m— 1} fois seulement, m étant < »n : ce qui de-
montre la proposition énoncee.

Désignons par ¢, ka somme des premuers termes de la sene

(Y [ evwas]
l /-x gv volx E

dont on n'a pas besoin de supposer que la somme soit connue. Pour
' = # 8 i & & W " ;oW
ur. indice m égal ou inférieur & n, nous obtiendrons immediatement

[, goValx)dx = [ gVulx)f(x)dx
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ou, ce qui est la méme chose

X
|'-. b J |". |..'. V
B[ spVawde=o,
Fe vepresentant la différence f{a)— 7,. En comparanl cette equation
a I'équation (8}, on conclut de la proposition qui vient d'¢tre dé-
maontree , que la quantité ¢, s'annulle au moins (n—1} fois lorsque o
croit depuis x jusqu’a X,
Soit () une fonction quelconque de la forme AV (a) AV, 0
.. ..=4=A, V. (x) (ce qui comprend comme cas particulier la fonc-
tion 7, ). En posant dans l't:.quaﬁ-:‘.-n Q}-; successivement r=r,, r=r

i!.ld

r==r,, puis ajoutant les equations ainsi obtenues, apres les avoir mul-
tiplices par A,, A,,....A,, on a:
.
ﬁ gpQdx=0;

ce qui, en posant Q—=¢_, devient :

.
[; P Tadr=0.

Maintenant multiplions par go,dx et integrons entre les himites x, X
les deux membres de ljéquﬂtfﬂn flx) = ga=t[x puis effacons le

X . - .
terme f gPaTul, qui est ¢gal i zéro; nous obtiendrans ains

‘.:‘.. W . ..‘
’1 g, f(xdy = f. gG,

nous [‘:}Jf.I.EH{IlT'ﬂIIE une autre f‘{:r'l‘l'lll_l]'f: P]ﬂ'.‘i- [‘l’,‘ﬂlﬂl‘fillahlti l‘.'tlffﬂI‘lf,, Hﬁ‘i,l'_,'ﬂ-t'j

fj gj'[.r]‘d.r:f:hg;:fr;-—k p.tjelx
en multiphant par gda et intégrant le carré f(x)]*=0o. 4-27.fF.4F."
Cette derniere formule nous prouveque l’intégralt_ﬂh g7, da , quelque
grand qu'on prenne I'indice n, ne peut jamais avoir une valeur nume-
rlquusupérieul'e 5 la limitej-:x .E_{fli-l']'ii'l' avece laqnelle elle coincide

]ﬁraque n=— .



