ity JOURNAL DE MATHEMATIOQOUES

PR RRRTRANARAAL LARARRA LRES A MRS B LA A AR R FRARAA e A R b s AR AR L AR RRARRA R AR RA AL RRRAE AR RRERRAR LY

MEMOIRE

Nur des Eguations différentielles linéaires du second

ordre :

P C. STURM.

['I i oo VAcadensie des 51'|1':n.[ﬁ_, e o8 bt’[\ITr:uhn' 1833 )

La resolution de la plupart des problemes relatifs 2 la distribution
de la chaleur dans des corps de formes diverses et aux petils mouve-
ments oscillatores des corps sohdes ¢lastiques, des corps flexibles,
des ][.]uidm el des fluides elastiques, conduit a des cquations différen-
tielles hineaires du second ordre qui renferment une fonction incon-
nue  d'une variable independante et ses duflérentielles premiere et
seconde multiphiees par des fonchions donnees de la varmable, On ne
sttt des mtégrer que dans un tres pelit nombre de cas particuliers hors
{]f_‘:ai{lwlﬁ on ne peat pas méme en obtenir une integrale premiere; et
lors méme quon possede Texpression de la fonction qui vérifie une
telle equation, soit sous furme finme, smt en sere, so1l en mtegrales
defimes ou indehimes, 1l est le f:lr.w souvent diflicile de reconnaitre
dins cette f:xpri_‘!-'-f:iuu la marche et les prupriﬂ:lés {‘.:J.l';n:tdrir-'.tiqutfi de:
celte fonction., Ainsi, par exemple, on ne voil pas st dians un inter-
valle donne elle devient nulle ou ofime, s oelle -l:h:mgt: de sigoe,
et s1oelle a des valeurs maxima on minima. Cependant la connais-

wance de ces prﬂpridr(‘r- renferme celle des circoustances  les pll;f-‘.
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remarquables que peavent offrir les nombreux phenomenes physiques
el dynamiques auxquels se rapportent les eéquations différenticlies
dont il s’agit. 81l importe de pouvoir déterminer la valeur de 1
fonction imconnue pour une valeur isolée quelcongue de la variahls:
dout elle depend, il n'est pas moins nécessaire de discuter la mareh
de cette fonction, ou en d’autres termes, dexaminer la forme ot les
sinuosites de la courbe dont cette fonetion serait ordonnée variable
en pirenant pour abscisse la variable indépendante. Or on peut ai-
river a ce but par la seule consideration des equations diffcrentiolles
en elles-mémes, sans qu'on ait besoin de leor itegration. Tel e
]1[)}}11?[ du préeent Memoire. Les fonctions dont j€ e sis aceupe ont
comme on le verra, des analogies remarquables avec les sinus et Je-
exponenhelles, et penvent, dans certains cas, étre évaludes numer).
quement avee une approximation suflisante a Vaide des tables loga-
rithmiques et trigonomeétriques. La méme théovie fournit les H10 Y es
de calculer les racines de ces dquations transcendantes qui se presen-
tent dans la physique mathematique, et (ait connaitre les propricies
singulieres dont jouissent ces racines, Le principe sur lequel repo-
sent les théoremes que je développe, n'a jamais, si ¢ ne e tromipe
eté¢ employe dans Vanalyse, et 1l ne me parait pas susceplible
setendre & d'autres equations differentielles. Dans un autre Mémoire,
jexposeral les applications de cette théorie i quelques problimes | o
un grand nombre de lois qui en résuitent.

Je considere I'équation différenticlle

LS 4+ M2 4 NV = o

iz "-]

V est une fonction inconnue de la variahle » qut doit satisfaire & cette
equation pour toutes les valeurs de o comprises entre deux limites
donnces x, X; L, M, N, sont des fonctions de x donnses pour
toutes les valeurs de x eroissantes depuis x jusqu'a X, Je commence
par ramener I'équation différenticlle proposée i la forme suivante
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On rend les deux équations (1) ot () identigues, en posan

A dk h i,
[ Rae T TR
dou Vou tire
¥ e
ho=— o' b G__-;li" S

On connail ainzi les fonetions K et G dans la nouvelle equation {1
qui prend la place de I'équation (1], Mais ordingivemeni, Los coua-
sione du second ordre qni proviennent des problemes de physique
mathématique, se presentent immediatenent sous la forme de Pequa-
tion (11, e sorte quion ost dispense de leur faire subir ba transforma-
[on (ue nous yenons d'ellectuer sur Péquation (1),

inteégrale complele de I'equation {1} doit conlenr deux cons~-
cantes avhitraires, pour lesejuellos on peul PI't.'“(ll'ﬂ lew valeurs de b o
v :,1; correspondantes aune valenr particolicre de . Lorsque ces
Cnlonrs sant linces, latonetion b est entierement deéfinie par l'equa-
tion (1, elle o uue valenr déterminée et unique pour chague valen
ST

Ly eecivant Vequation (1 s

K AN ,,I'].'; o

A dr  dr

-+ GV — 0,

o b differentiant cnsuile autant de fors quon voudri, on voit que
1 tonction Kodes enatl anlle ponr s valeurs I’ﬂ'll"'[ii.‘ll“f,‘:l‘:_'!-k e
-Ir "lr. ;_F-I"n.-

C T ete,, nourvraentd deventr mlinmes en meme ienmps que K
o ! lf.'["j :

H

Canoullerait, et par suite la fonction ¥V pourrait aussi devenir mline.
Poue supprimer celle canse Jde  discontinuite ,  nons supposerons
Loujonrs (ue X soil constamment posiive entre fes linntes X, X, et

e of elle est el o Vane de ces lapites, on il enomodime fempe
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i J Fri ' . X
f; , —l-{ Y : ' a valeur de :: fournie par lequa-

hian {4 j ne soit pas infime. Datleurs G est tout-a-fait arbitaire.

[1.

Lorsque la fonction V sevanount pour une valeur particuliere de a

A .. . .
— e pf.'ui. pas s evanouir ¢n meme |l]t'|']j':|."-i-.
axT

Eneffet, il résultede l'équation (1) que, s1 V el “ " étatent nulles pou

[
, od'Vo By ..
une mdéme valeur de oz, toutes les fonctions derivees —— Fiir e e SEVa-
[ 8 o
. , , Y : r .
RO Al t emn e tl!lI]}'lH fll.ll..' 1"4 cl 7 ef }}.'J.l' suite 10' serant ]lli].l
[

pour toutes les valeurs de . Mais voier une demonstrabion I‘th |'fg{}11--
reuse de cetle e rpﬂﬁi[if}u.

Huppﬂmuﬁ que V one sont pas nulle pour x =—a. O peunl concevor
une fonction V' qui, priﬁlz pour ¥V, satisfasse a ]1ll_:='[l_lﬂtil.’_ll'l ) et qui
d'milleurs differe de V en ee quon se donne 4 volonté pour r =

AN e A\

des valeurs de ¥V et de 3 diffcrentes de celles de ¥V et de ;
£.r £4.1

(i a donce les deux [.:-.’illﬂti{llll!-i.

-:'f"'n-\1
:f(h .t.l'_rj' s GV — =0,

d U‘ :'_‘*._..)

drx

GV =0,

d'ou l'on tire, en multiphant la premiére par V'de, la scconde P
Vilx, et retranchant

"o (hnﬁ'\lm V.d. {\ K rf::}_— 0.

"J.I & #
L.e prl!'.l'uiur membre de celte L;-.'.]11:1timi est la differentielle d«
¥ : f-l‘"'l-
K( (Ve —V°
ar

Rlame M0, J

; en ntégrant, on a donc
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H(‘t dar — ‘( [.rr..l.',-"' T L’

L. etant une constante arbitraire.

On suppose que ¥ n'est pas nulle pour x=a, et I'on pent s¢ donner

: - av’ ,
a volonte pour » = a des valeurs de V' et r telles que ia formule
X

;e (W - d¥’ . N .

K (V' — V¥ Y ait pour == a une valeur differente de zéro,
dx dr /
qut sera celle de la constante €, On voit alors que pour toute autre
. . i 4V
valeur de a, on ne peut pas avoir en meérne temps Y ==o et — =0,
. ’
pusquil sensmivrait (0 = o, contre I'hypothese.

< . dy . . . ,
Ainsy —- ne peut jamais se trouver nulle en méme temps que V.

Il s'ensuit que V change de sizne chaque fois qu’ﬁllu s evanoult., Car
dJy
el

s1 ¥V est nulle pour = %, 1l résulte de la délinition méme Je ,

que V aura pour les valears de o un pen plus grandes que £ le signe

Y . .
de e pour o == 'E, et le signe contrawe pour les valeurs de o+ un
peu moludres que Z; en sorte que, quand . en croissant atteint

et ﬂf,:[m.qr':‘-ﬂ la valeur z, Y en s'évanoulssant passe de I'état négatifau
Fau:}:—'.ilifm, ou du positif au neégatif, selon que la valeur de ?PUU!'
oo

r = £ est posilive ou negative,
Il

lia fonction V depend impliciternent des fonctions G et K et des

valeurs arbitraires A el B quon peut attribuer 4 Vet 3 ::_1" pour une
= :

valeur particnhere de o,

Nous allons examiner gue! changement V éprouvera, si l'on altere
en meme temps les fonctions G et K pour chaque valeur de r, et les
constantes A, B, de quantités infiniment petites, ou pour parler avec
plus de rigueur, aussi petites qu'on voudra.

Pour fixer les 1dées et pour abréger le discours, nous regarderons
les quantites G, K, A, B, comme fonctions d'un paramctre indéter-
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miné et indépendant de xx que nous designerons par elles seront
des fonctions de m tout-a-fait arbitraires, assujetties a la seule condi-
tion de varier par degrés insensibles en méme temps que m : on
pourra d'ailleurs ne pas faire varier ces quantités G, K, A | B, toutes
4 la fois avec m; on pourra supposer aussi que la fonction & ou h
reste la meéme pour certaines valeurs de o, malgre la varation de
m; en un mot, les altératlions inkimment petites que G, K, A, B,
é¢prouveront quand m variera infiniment peu, seront entierement
arbitraires.

Pour exprimer que ces fonctions G, K, varient non-seulement par
la variation de x, mais encore par celle du parametre w2, nous les
désignerons, quand il en sera besoin, par G{x, m) et K{x, m).
De méme ¥V qui depend iIIlpliEilﬂmEnt de & et de m sera représentec
sar V{x, m), et dans cette expression, on pourra remplacer a on
par telle valeur particuliere qu'on voudra.

On peut considérer les deux variables indépendantes et mcomme
étant les coordonnées rectangulaires x el » dun pomnt pris a volonte
sur nn plan horizontal, et concevoir une ordonnee z perpendiculaire
a ce plan en ce point-la, et egale a la valeur de la fonction G, n:
:‘.ur:'{lspuudaulﬂ aux valeurs actuelles de a et de in, UOn awra ainsy, en
faisant varier a et m, une surlace representee  par Pequation
z= G{x, m). A chaque valeur particulicre de m correspond su:
cette surface une courbe dont le pt:m est [mralﬁ*][' au |1L‘|11 acoa e
distance m, ct dont les ordonnées verticales representent les va

s
successives de la fonction G pour cetle valeur de m. Gette courhe
change de forme insensiblement et engendre la surface quand ne vare
par degres insensibles. On peut de méme imaginer deux autres sur-
faces dont les ordonnées verticales repreésentent les deux fonction-
Kix, m)et ¥V (x,m)

V.

En concevant aiusi les altérations arbitraires des quantites G, K, A, B,
comme produiles parla seule varation du parameltre m, {aisons main
tenant varier m dans Pequation (1. ”'L:r-aigrmma par la caracteristique d
cette espece de variation, indépendante de celle indiquee par o gui <e
rapporte a a.
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En ohservant que I'on a en gf.;rldr:ll pour toate fonction P de o et
|

ne m o,

-::".t'r:l".]_]I = {EJ.PJ

! “’Erj) (4P
Nodr “ i'\.'!f.i"l)

SRR L2 revient a —

|

dm dr
gV
-I'l.[:;].'\ fx.‘]
I'equation = 2 4+ GV = o, (1]

différentice par rapport a m, donnera

ts_;.{:h ’”‘)
L GV A VIG =0 (2)

Multiphons Féquation (1) par &'V .dx, Véquation (2) par — V. dr
et ajoutons les produits, nous aurons

IV d. fh i} V. uJ”’h Ef)—mm.ff.-r.

inl.ulqrml.ﬂ. les deux membres de cette equation, par rapport a

T, de-
puis . == x jusqu’a une valeur indéterminée de a.

L . . . dVY ,
En mtegrant par parties le premier terme d '3 .ff.(h ‘,—‘J , sans lixer
1T

les limites de intégration, on trouve
) cdV¥ A A% V
JIVd (R ) =dV.K D — {h“r Y e
g i
N a de méme
L . d¥ aV dV
Vodd (K = ) f( Y s
ﬂ;’( d.d dx V.d. g dz/ " v’ dx;

. :Jn"‘ir
ou bhien |._1 cause de I, 1\1’1 ) — JI’\. —+ kK :’

.{‘\r il . J(h rf_f_-):\-".dﬁ.(i-i i’l) {( ) JK. rf.:r:—f’ ”—ﬁ: .hr--‘t el

ilr dr

o retranchant cette derniere inhf'gt‘all: de la précédf_‘ntﬂ. Of aura
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donc

f vV rfr'ﬂlﬁf'f'“‘" ,("Lu’ (h'f;*}_,,\ K ---—E A‘(h‘ﬂ%ﬁ ;([f“ VR

v dr/ dr i

C'est l'integrale mmdetinie du premier membre de equation (3) : par
L.‘UI]?I.."{_‘{l][_"llt el irllt:Ht'illlt celie t.:{{u[ili:i.]ll tlEpuiH A iubf}lz'."l ke
valeur {Im:lf.‘mu'tut: de &, on aura
TN RE AN .
KoL — V.4, = C _l_f VedGoda - “(°5) SR (¢
AR > K di LAY JoNde) 2Tk
l.a coonstante ¢ inlrodutite par l'jntdgratinn est égﬂlu a0 la valeur de la

. ||!1"

) - .'.!'ln "'w-. ,
formule JV. K o L d ( , pour xr=x, ¢t l'on peut al-
[ N

iy x
dr ,.—

teibuer a 4V Eltqu

(]E?‘i FHEEIH'-‘: Hl'hi“':iil’l”.h pour =/ k.

S1toau lhieu {11:11:.‘5_11'1:1' ]'{.;quutiﬂrj f?r} entre les limites » et o,
on l'mtegre entre les limites v et X, on aura de méme l'equation

smivante :

- 4’.&' AY - i
IVKY —VI(K )= _.ff Ve dGudot [ (L) IR, (5)

iy AV
la conslante (' ¢tant egale a la valenr de JV.K E—-—-—"‘- o (h ) pour
I i — x.

in remarquera qu’ﬂn a ill{'}]"lt.i.quﬂl'llt‘!ﬂ

IVRE V.o (KDY = (K5, .._;.[f':-%,*;.-\!, 6)

dx
Aadx .
el auwss
Y Ty h?\
i f -I - 2 f.r £ m
V. K —V. ;( ) =— Vi \y /. (7)
V.

La formule [4) peut encore se deduire d'une autre quil est bon de

connal tre.
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Combinons 'équation

d (E ‘%)

ar

+ GV = o,

avee cette aalre E.El]ll:i[il::}li de imeme forme

rf'-(hl "i"‘.,
dr .—"I
+

dr .[;*"\_.'-’ == 0,

dans laquelle G et K' somt des fonctions quelcongues de o diffé-
ventes de G et de K. Ces deux équations donnent la suivante :

T4 £dY : LAV VYV A .
\ .."IF.\I\ |'.-'|.'|T>_ y .'I'If.<|"'t _L¢I>_I:‘G EI'_J ‘\‘ . iy
(), o a
Y | L W AV AV,
[V.d(xZ)=V K e R G Sd
T Foe V™ qer dY th'"'lr'_’ v,
[V.d.(K )= VK So— KOS de

: 1 = L - . . . i i
(onsequemiuent en 1ntegrant I'equation (8) depuis & == x jusqua

- : wey | g i
une valeur quelconque de o, oa aura (g)

i dav 'y 'J’I-"'” 1 o STTar. . ‘:fri-.r‘n" dv’ F] .
VIKS VKT :.L+“f1 VWG —G)dae— L (KK

l.a constante arbitraire C étant égale a la valenr du premer membhre

AV o dV
V.K —- V. Rk 4. pouw ax
Si 'on suppose actuellement les differences G — x, K'— K, infi-
» A . e
mment petites, et les valeursde V' et de K’ 7. pour X == x infini-

. ay - e e e e
ment pen différentes de celles de YetdeK e V' differera infini-

ment peu de ¥, et en faisant (3'=G4-JG, K'=K+JK, V=V LIV
dans équation (g}, elle deviendra Vequation (4) du numeéro prece-

dent.
- - K . » + : . E i i . _
il reviendrait au méme de différentier cette equation (g}, par rap
porl au paramelre m qui n'entre que dans G, K et ¥ et non dans
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(; K" et V', et de faire aprés cette différentiation, G'=0G, K'— K
et par suite V' =V, en prenant d'ailleurs la constante ( égale a i
valeur du premier membre pour T == x.

On arrivera de la méme manicre a la formule (5).

V1.
A linspection de I'équation (4), on reconnail que lexpression
R A : S dV A A Voo
JV. K —= —\ .J.'h——) équivalente 3 (K'Y, 7/ 0\ o, .
o l“l I:f r ll"'\-.\, .,ll'.-'_— i : II"\, dtj‘r & . I H {jllirr i [.-1 el “.“'l. |
1"*-.% il

_," K o\ \'*-\

: ; I dr
q — ‘.f:f'.k—i. / aura pour chaque valeur e x une valeur dif-

férente de zéro et positive, si le second membre de cette equation | )
est posthf pour toutes les valeurs de depuis x jusqua X. Or. on [e
rendra tel, si, en supposant J'm positive, on prend la constante
positive ou nulle , la variation arbitraire &G auss positive ou nulle . eof
4 K négative ou nulle, pourvu toutefois qu'on ne Suppose pas ces quan-
tites C, JG et JK, nulles touies trois en méme temips. En considerang
. , adV . AV
que U represente la valeur de J'V.K p ¥ .J‘.(-;}__E::I pour r=—x, on vo;i
que prendre U positive ou nulle, c¢’est supposer que la vale

1||.' o ; " .
5y pour r=x augmente ou do moins ne diminue pas

ur du rapport

H; - » quand oy
e
fait croitre m, ou ce qui revient an maeme, que la valeur dn rapport
k v

o

INYerse — pour x —=—x dimi _ Ins n's . .
Verse  —— pour a minue on du moins i augmente pas, quan

m augmente; en particulier, st ['on a2 V=g pour == x, | fqu
admettre que la valeur de X pour r—=x devient positiv
¥y - paosittive, ou de.
dx
A

ol

meure nulle, quand m angmente; et, si l'ona =0 pour &=x, qu
—X, 4

Nl
e

celle de — v pour x=x devient negative ou reste nujle, quand

e :mgmeutu,
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Lorsquon {uit SG positive el d'K negative , on suppose (ue, pour
chaque valeur de & la valeur de G augmente el celle de Kk dirminue,
andis que mi angmente. Kt quand on fait 4G ou 4K nulle pou:
certaines valeurs de a0, alors pour ces valeurs-la , G ou K conscrve
la meme grandeur, malyre la vamation de m.

Ln admettant done ces hypotheses qui rendent le seeoad membre

de Pérquation £ 4 ) positit, et ohservant que le premer. ... ..

fwr g Y e Vo, . ’ ) '
JV. K V. & ‘K | peul ctre presente sous les deux lormes
ar Y, dr s i
G et (5, on voit, que pour chague valeur de o, la variation
K r!'l"l.
it ‘5‘. - n (adr . . - _
g . f - SETd posihive, el 2.4 - v negative, ce gui s1gne que
(4 )
dor

: : ¥
la valeur de lexpression —g augmente quand m angmente, ou que

dr

A
.4

celle de diminue. On a donc cette pt‘{:-pﬂﬁitinn .

Si pour chaque valeur de o la valeur de la fonction G aupmente n-
poul | 5

fintment peu, sien méme temps Ko diminue, et si la valeur du rap-

v . 1
port —y pour ¥ = x augmenie ou s celle du rapport mverse
dr
dY
k o
1:_ * diminue pour toute antre valeur de a pluﬁ gr;umi:- que Ia
Al
R 1
"I ¥ L & 5 "
valeur de — angmentera ou celle de ~ dinmnnuera infimiment
K.
fxr

v u. Ft il en sera de mcme, st Jes alterations indiquees n'ont pas

ien tonles i la foie, pourvu guune d’elles au moins ait heu.
Vil
Fo admeltant toujours les hypotheses enoncees dans le numeéro

odent. nous allons mamte
nnullent la fonction Vet montrer que chacune de ces va

pret nant considerer les diflérentes valeurs

de :|.Ji



PURES ET APPLIQUEES. 1

leurs diminue quand m angmente. Cetle proposition est fondée sur ce

. ¥ A . . . . T . . 1'.‘|II1'I-I , J‘I"
que, dapres la formule (4], toutes les fois que Voest nulle, “—et 5

ant des valeurs différentes de zero et de méme signe.
En effet, supposons que V soit nulle pour des valeurs particulieres
di e et de me. St l'on donne 3 ces valeurs de o et de m des acerons-

sements infiniment  petits da et dm, la fonction Vo deviendra
dV TAY

V - - dr -+ e cfie, el cette fonchion sera encore nulle pour ces
i
A A A
nouvelles valeurs r—-de et m-=din, <1 Ton a = ;f.r-—]—-m”r."h‘.r:rn.
£ .
d ¥
. . adm dr
D tire de 1 T = e -,
¢ ¢ 11 g r.i“r
1’!?]‘1
. e . : .
Cette valear du rapporl —— est negative; car, en vertu de la tor-
i,
. ‘Al AY iy .
a i 1 W ! ! -. I 4 . " P
mule (43, lorsque V est nulle, gy Ctgooou o ont des valeurs il

terentes de zeéro et de méme signe. Les aceroissements infiniment petits
dax et dm quil faut donner aux valeuars de a et de i qui anoullent
V pour avoirtoajours V=—o, doiventdonc ¢ire de signes contraires
en dautres termes, chaque valeur de 2 quiannulle ¥V diminue quand
v augmente, et augmente quand o dimnue.

On peut vendre plus sensible la vérite de cette proposition par L
considération de la courbe qut est le Lien geometrique des points poun
losquels on a V (x, m) =0, en regardant x et me comme des coor-
données relatives a deux axes traeés sur un plan. Supposons quon
passe d'un point de cetie courbe ayant pour coordonnées e el e a un
autre pomt inliniment voisin sur la méme courbe dont les coordonnee:
sotent == dx et in 4=din, On aura e rapport des accroissemenids -
fimment pelits de et die en differentiant Péquation de la conrhe

FAY
. : . h ITAY - amm ql i
Vo, o) ==, 1) ‘I o b = s - =—
Ay novr tie e dha - P p 7 N
i

valeur négative , a cause de 'équation (). Donc quand on passe nyy

point de fx courbe V (ar, m) =0 & un anire pomnt infiniment voisin

sur fa méme convhe, la valeur de m avgmente, tandis que celle
avein A 1
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w diminue, ou bren au contrave e diminue et & augmente. Ansi
chaque branche de cette courbe, en s'éloignant de l'axe des x, se di-
rige vers la gauche du cote des & négatives, comme lindique la figure.

E

m

VIII.

La proposition dont 1l sagit peut encore se démontrer d'ane ma-
niere tout-a-fait rigourense , sans aucune considération de quantites
mfiniment petites, comme nous allons Nexpliguer.

Attribuons a l'indéterminée m une valeur particuliere quelconque g,
et supposons que la fonction V (x, @) s'évanomsse pour differentes
valeurs de . Nous avons va, n* I, que cette fonction doit changer
de signe chaque fois quielle s'évanouit.

Attribuons encore a m une nounvelle valeur g’ qui surpasse la pre-
miere w d'une quantité ausst petite qu'on voudra. Nous allons deé-
montrer que ta nonvelle fonchion V{x, i) s'évanouira et changera de
signe entre les imites x et X au moins antant de fois que V(x, u),
pour des valeurs de 2 un peu moindres que celles qui annullent
Vo, u).

Sait £ Lane quelconque des valeurs de o pour lesquelles V (x, w)
sevanouit, de sorte que V{ £, gy =o. Dapres la formule (1),
i-: et “’ doivent avoir, ponr ¥ = £ ot m = w des valeurs dilTérentes
de zeéro et de meéme signe,

Attribuons a.x une valeur a plus petite que =, telle que poar cetle
valear @ et pour loute autre comprise entre a ct £ la fonction Vi, )
ne soit point nulle et conserve constamment le méme signe : on peut
toujours prendre @ assez pres de 7 pour que cette condition soit rem-
plic. Alors ¥V (&, ¢} aura pour 2=« le méme signe qu'elle & pour
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les valenis de 2 un pen moindres que £, et par conséquent un signe

contraire aun signe de il pour x==7; car pour les valeurs de r un
dx = & R e

peu plus petites que £, Vix, w) a un signe contraire i celui de

\'.ﬁ' i e

de 15 ).

Considérons maintenant 'V {a, u'): si lon y fait dabord r=u |
Via, ') aura une valeur différentede zéro et de méme signe que Vi, o)
quin'est pasnulle; en effet on peut toujours prendre p" assez pen difié-
rente de u, pour quen faisaot croitre m depuis g jusqu’a @', la fonction
Via, m) ne change pas de signe, Ainsi V(z, ') aura comme V| 2, )

_E . . s -I".E‘l‘r -
pour r=a, unsigne contraire a celui de 77 [’f? 238

2y
i pour = f el
m =g Lar V ¢tant nulle pour x=% et m = p , doit prendre pom
x =g et pour une valenr de m, telle que @', un peu plus grande que

. . A .
u, le signe de la fonction dérivée 5. (£, r). Or, en vertu de 'équa-

Stlon fait p=2, V(£, »') aura le signe de

. . . TV .
tion (4) donl le second membre est positil, il"_m a le méme signe que
dV . - .
s toutes les fois que V oest nulle. Done V(z, «" a pour x==¥¢
I " = l'i‘!l'l ~'|

e méme signe que (£, u).

Mais on a vu tout a l'heure que, pour r=a, V (ar, ') a te

-

signe contraire a celur de cetie méme quantile

N (2, W) don
V o(x, @) ayant pour x=a el pour x=§ deux valeurs de signe:
contraires, doit s'évanouir el changer de signe au moins une fois pour
une valeur de 2 comprise enlre @ et £,

On concoit que cette valeur de o plus petite que Z qui annulic
Vix, 1) doit différer infiniment peu de £, si pf surpasse p d'une
quanlite infiniment petile, puisqu'on pourra prendre Vautre limite o
ausst pres quon voudra de #, en remplissant toujours la condition
que V (a, p) ne change pas de signe dans l'intervalle de @ a 2,

On peut representer et résumer ce qui précede par le tablean
suivant :

o,
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Pouwr & — a.... .. ven =
o oy T, Iu;i — e ([} (quand, pour ao =g el i — «,
" BT
TF A 4115- I:I.‘I- : . )
! Wy M) — i = el S onl le SIGNE -1,

-
g e,

Vie, %! -+ ++ o |} quand pourx=5ct m=u,
. av dv

\/ 3;-'1'; e -t 0 — — el +— oit le ‘-'.i.[:li!?-—--
i | rd ) l.']r_j" g Mt =

Le o placé entre les deux sigues conlraires de V(x, p') pour o =u
et =7 indique Iévanowisscment de cette fonclion pour une valenr
de o comprise entre a el £.

On vient de voir qua chaque valeur de a telle que & qui annulle
V{w, u) correspond toujours une valeur de & un peu moindre que 2
qui annulle ¥/, '}, et Fon remarquera que cette proposition subsiste
dans le cas méme on la plus grande des valeurs de o designees par -
qui annuilent V{e, 1) serait precisement égale a la linute X.

Il est necessaire de prouver ausst que reciproguement 4 chaque va
leur de 2 comprise entre x et A qui annulle ¥ {a, u') correspond unc
valeur de o un peu plus grande qui annulle Y{x, u). Ladémonstra-
tion de celte proposition inverse est semblable a la precedente. Nous
I'enoncerons en peu de mots.

Supposons que Vo, ") soit nulle pour 2==£". On pcut donner a x

. .l-.-' n -I lI . 1R i~ | [} 1 L}
une valeur 2 plus grande que £ telle que Vi, u') art toujours ic meme
one quand e croitra depuis £ jusaqu'a b ; ce signe sera celuide 2 bour
signe quand e croitra depuis &' jusquia £ ; ce signe sera celurde — pot
ve=""etm=p'. Laquantite V(b, ) aura le meme signe que Vb, wstla

™

difference entre o et o est suflisamment petite. Comme ona V{g',u")=o0,

el que u est plus petite que ¢, V (&, #) aura un signe cantrare a
EAUNSS av ., .. .

celur de — (77, ©7) el consequemment conlraire a celul de AR
& - g (lar

en vertn de Téquation (1), Mais V{5, &) a le meme signe que celle

F

c.dvV o, o : :

{]IIELI]!ITE? =w sy Y, w)oa done deux valeurs de signes contratres
dr ' 4 \ 4 b

pour x == £’ ¢t pour x="5 ; ainsi V{a, @) doit sévanour et changer

|

. : g
de sirne poar une valeur de x comprise entre £ et h.
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t es resultats sont indiques dans e tableaw suivant

Pour v=¢2".... ... . b
onay f:J, 4] — 0 —= {qum], pour T:E ebin ==,
r \ Al dV -
Vi, ') o 44+ t-& et 5 ont le signe ==,
I
i hien,
N ix, u) 0 — ay dv -
S + ! r{umu] ct — ont le SIgNe —.
Vox, ) o dr g m :

COnoa supposé dei & < N. 1ln'y a pas lien de s'occuper du cas ou
Fon aurait #==X, cest-a-dire V(X, " =0, puisquon nc lal

pas croitre @ au-dela de X.
I\,

[l est donc prouvé qua chaque valeur £ de v qui acnulie ¥ a, o),
valeur qui peut étre inferieure ou egale o X, corvespond une valeur de
v un peu moindre gue 2 oquioannulic Vi, W) et vice versd .
qua chaque valeur 2" de o moindre que X qui annolle Via, #)
correspond une valeur de & an pen plus grande que ' qur annnlle
Vie, o). On déduit de la les consequences suivantes, en sup-
posant que les deux fonctions ¥ (o, ») et Vix, 27} atenl pour o=+
des valeurs différentes de zévo et de méme signe, oulre la condition

| A——
: : dr ..
adimise n® VI, que lavaleur de —— pour x=x diminue cuand

croil depuis ¢ jusqu’a »'.

SV (@, o) et Vix, #') ont toutes deux des valeurs différentes de
séro pour =X, lafonction V{x, p') s'évanouit et change de signe
précisément le méme nombre de fois que V{x . =) entre les limites x
¢t X, et pour des valeurs de & un pen plus petites que celles qu
annullent Vi, ).

St Va, ) est nalle pour =X, V(x, »'] devanouil encore au-
tant de fois que YV (x, ») pour des valeurs de x un peu moindres que
celles qui annullent ¥V (@, ¢}, v compris X, Mais entre les limites x

et X, V(x, ') change de signe une [os de plus que V{a, u) el ce



P2 JOURNAL DE MATHEMATIOUES

changement de signe excodant de 'V (e, p')a hien pour une valeur de
> un peu moindre que X. Car, dapres ce qu'on a démontré n® VIII,

«; l.Ull LIGIHIL‘ B A I'.'-'L]{‘!'.H‘ it H'IH]]II.!['U i!]lf,‘ X, EE”L: [I]_IE' "r'_._]:". a

conserve constamment le meme signe dans Pintervalle de a4 a X,

V(x, »') changera de signe en s'evanowissant une seule fois, avant que
r .'|1’[r:1|,l_:|:|t_' [ !-Ill'?ih' A |.~-!‘:|:1|' Iﬂf:'tjl_']l.i_! Qi a 1|li .\l: ; ;' =i}

Fatin, si Vix, ' est nulle pour =X, V2, ) s¢vanouit une
tois de moms que Voo, o ), mus eile change de signe le meme
nombre de fois, tandis gue & croit depms v jusqua Xo En effet, «
Fon designe par @ une valeur de o moindre que X, telle que Vx| o)
ne change pas de signe dans Diotervalle de @ a X, la fonction
Voo, o) aura pour r—=ga le méme signe que V{x, o) et conservera
ce meme signe pour toutes les valeurs de @ cromssantes depuis a jus-
qua N nclusivement, puwisque si elle sTannullait pour une valeur = de
> comprise entre @ ¢t X on méme pour r== X, V(x, ") devrait s'e
vanowir ausst et changer de signe pour une valeur de &0 un peu
moindre que = ou que X dans lintervalle de a2 5 X, ce (]ui est contre
i bypothese.

Il est ase de voir quon arrveratl aux memes consequences, =1 la
Limite X au hen détee constante angmentait insensiblement, tandis

que m Ewr:_-a{‘rait de la valenr w o la valeur 2.

A

(o voit par la comment le nombre des Ehaugtarmrnt% de sigrlu de fa

fonction ¥ {a, ) entre les imites x et X pour chaque valeur attri-
buce a m, peut salterer quand on fait passer m par degrés insensi-
bles d'une valeur quelconque & une autre plus grande. On admel que
tandis que m augmente, la flonction V (o, m) ne change pas de
signe pour o ==x, et que de plus, comme onl'a dit n® VI, la valen

_dV
h |"_‘r_!

de - v pour =X dimmue ou demeure conslante .

Si Von fait croitre m a partir d'une valeur quelconque w2, tant que
ia fonction V (r, m) ne s'évanonira pas pour x—=X, cette fonction

auratoujours, entre les imites x et X, le méme nombre de changements
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de Higm; quetle a dabord pour mi==m", ¢t les differentes valenrs
de a qui Panoullent diminueront par degrés insensibles.

Ouand m atieindra une valeur pour laquelle ¥ X, m ) s'évanonira,
la fonection V (2, m) aura encore pour cctte valear de m le méme
nombre de changements de signe quclle avait pour les valeurs prece-
dentes de m et pour m==m'. Mais dcs que m depassera fa valeor dont
il sagit, ¥V (x, ) acquerra un nouveau changement de signe en s'e-
vanouissant pres de la limite X el en general le nombre des change-
ments de ﬁigmt de V [:.:r'. mj enire ¥ et X ;n:{_;llnrulf:l':l ['l'}llmjﬁllt‘:-i dune
unité , chaque fois que m en craissant depassera une nouvelle valeur
qur annullera ¥V {X ) m).

En conséquence, 1 m croit depuis une valeur quelcongue m’ jusqu's
une autre valeur plus grande m”, autant il y aurva de valeurs de m entre
meet ' quioannulleront ¥V (X, ), autant la fonction V [, m")
aura de changements de signe de plos que V (@, w') entre les Li-
mites x et X; et les valeurs de & gui annulleront V {a, ') seront
respectivenient plus grandes que celles de méme vang a partiv de x qui
annulleront V { &, m" ).

(n peut rendre cetie proposition plus scnsible  en considerant
comme au n® Yilia courbe, lieu des points pourlesquels on a Ve, m)=o
entre les limites x et X; celle courbe est composée de plusicurs bran-
ches quien séloignant de l'axe des o se portent toujours vers lu
ganche du eote des o negatives. (7 orez la ligure placée a la fin
du n” VI )

Nous designerons dorenavant par A la dillérence entre les nombres
de changements de signe des deux fonctions V {x, ") et 'V (o, m").

Il ne faul pas oublier que V (x, m') aussi bien que V (a, ")
change de signe pour chaque valeur de x qui 'annulle, et que V (X, m)
change aussi de signe pour chaque valeur de in qui Pannulle; ce qui

| A - ' s : \
resulte de ce que ni So osee ne peul sévanowr en meme tenps

. 1k
que Vo, acause de Péquation (4.

On peut dire en d'autres termes que les equations V {a, ') =0,
V{x, m")=o0, V(X, m)=o0, n'ont poinl de racines ¢gales,
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XI.

Vaintenant on remarquera qu'il est permis de regarder la fone-
tion G (o, ;') comme une fonction de 2 toul-a=[fait arbitraire, ct
G La, #¢') comme une aulre fonchion de o égalemenl arbitraire,
pourvn quelle sont pour chagque valeur de x plus grande que la pre-
micre fonction G {2, ') ow an moins égale a G (&, i .

Fn effet, si lon se donne & valonté entre les Tomites x el X deux
onctions G et G, telles que pour chaque valeur de ., G" soit tou-
jours plus grande que (', ou su moins égale & G', on pourva loujours
concevoir une lroisiecme fonction G (o, ) contenant avec a i pa=
rametre indeterming m, qui devienne le méme que G', quand on at-
tribuera a m la valewr particulicre #d, la meme que G" quand on fera
=", et qui en Gutre pour une valeur qlmlft}m]uc de a crowsse par
degres insensibles ou du moins ne decroisse pas, torsqu’on fera croitre
m dnne maniere continue depuis i’ jusquia me. Il y aura tonjours
nne idinité de fonctions G ( o, m) qui rempliront ces conditions.

1a détermination d'une telle fonction G (x, m ) revient a celle dune
anrface assujettiec d'abord i puasser par deux courbes donnees dans deuns
plans paralléles au plan xz et représentées la premiere par les équa-
tions p=#ni', 1=, la seconde par les équations ) = m”, a=0G", o
qui soit telle que dans chacune de ses sections paralleles au plan 3z @
1a distance oo, les ordonnees s= G ", m) croissent loujours on NN
temps que y=m, depuis G' jusqu’a &", ou du moins ne décroissent
pas. Quand pour une valeur de a particulicre, G' et G auront }is
meme valeur , Goanra aussi nécessairement cclte meme valeur,

Porm toutes les surfaces en nombre infinl qui rempliront les coti-
ditions prescrites, on peut denner pour exemple , la surlace sauche
engendrée par une ligne droite indeline qut s¢ ment en demenrant
parallele au plan yz et glissant sur les deux courbes donndes.

Les deux fonctions K (x, w')et K {a, m") peuvent de meme
clre vemplacees par denx fonctions avhiteaives de o, K et K, pouivu
que R et K7 soient positives entre les limites x et X, et que pour unc
méme valeur quelconque de ar, R ait toujours une valeur inférieure
v tout au plus ceale & celle de K3 R et K" pe peuvent etre nulles
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que pour.x =—=x; pour toule autre valeur de , K’ et K" doivent avorr
des valeurs plus grandes que o.

Cela pos¢, le theéoreme anquel nous sommes parvenus a {a f
dn n® X deviendra celui que nous allons énoncer.

XII.

Theoreme. Soient les deux {fqualimlh differenticlics

7. (K%
F__L"ﬂij_ ax ) = GV = o,
d. (H

dV*

rr L
ar R T PR
L GV =0,
qui ont lieu poar toutes les valeurs de @ comprises entre les deux L=
mites x et X ¢t pour lesquelles on admet les condilions suivantes :

G’ est une fonction arbitraire de 2 donnee entre les limites x el X ;
G" est une autre fonction de x assujettic a la seule condition d'avou
pour chaque valeur de 2 une valeur supérieure ou au mons egale a
celle de G'. Les deux fonctions K et K sont posilives ponr tontes
les waleurs de o comprises enire x et A (* ). En outre, pour
chaque valeur de a, K" doit étre infericure ou au plus eoale

v
H..-:e't'
K'. On suppose encore que la valeur du rapport ——— pour ¢ ==+
I ] i Vo
AV’
hl'r_
N £
ne soit pas plus grande que celle de —
(*1 K" aussi bien que K* peul étre nulle pour T =N, POUTVL oo el
“ll-"“il_' 1.l_'l|.|l:l'=.
dh' adV’ ik dV" _
: -1 L'V =—a ou - e -+ N == pour =

dr " dr

selon la rerargue |lui termne le n® 1.

Avmin o,
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Ces conditions
GG K< K,
dv® AV’

KT —— o Hr )
i

el N — L v POUN TT==X,

dtant admises, la fonction V7 g'évanouira et changera de signe autant
de fois ou plus de fois que V' entre les limites x et X; et si Fon con-
sidere par ordre de grandeur a partir de x les différentes valeurs de o
qui aunullent V' et V7, les valeurs de x qui annullent V7 seront res-
pectivement plus grandes que celles de méme rang qui annullent Ve

Concevons une nouvelle fonction G ou G (&, m) contenant avec x
un parametre indéterming me, qm devienne la meme que G quand on
attribue a m une valeur particuliere m’, la méme que &' quand on
tait m=m", et dont les valeurs successives correspondantes a une
méme valeur quelconque de x, croissent d'une maniere conlinue ou
du moins ne décroissent pas, quand on fait croitre m depuis m’ jusqu’a
m'. 1l vy aura toujours une infinité de fonctions G (&, m ) qui rempli-
ront ces conditions. Soit de méme K ou K (. m) une antre fonction
e x et de m qui devienne égale i K" pour m=m', 2 K" pour m=—=m",
et qui déeroisse ou du moins ne croisse pas, quand m croit depuis m’
msqu'a m', o demeurant constante. Soit une fonction ¥ déterminée
par l'equation differentielle

£ 4V
r_f_..'\} dr / + GV = 0,

L

¢t supposons que pour :‘:h:quE valeur de n, Y oail TU!leut‘*_-'- poul
¢ == un méme signe qui soit aussi commun a Y cta VY, et que

o dy
R 5
il L] ” Y
la valeur du rapport —— pour x = X, d'abord egale a celle
e :4‘:'--'
il 1 m'. décroisse d o t |
de —e— quand m = wm’, decrmsse quand m augmente ou du
AR
. o

noins ne croisse pas, et devienne égale a celle de ~— quarnd

v
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a devient m'". Cela posé, lexces A du nombre des changements do
signe de V" entre les limites x et X sur le nombre des changements
de signe de V', est precisément egal au nombre des changements
de signe qu'éprouve la fonction V (X, m | lorsque m croit depuis '
jusqu’a ne’.

Daillenrs, d'apres ce gu'on a dit plos hant, ¥V doit sevanouir «!
changer de signe entre les limites x et X au moins autant de fois
que V' et au plusautant de fois que V", et chaque valeur de = qui an-
nulle V est plus petite que la valenr de x de méme rang qui an-
nulle V', et plus grande que la valeur de x de méme rang qu
annulle ¥".

Dans la premicre partie de ce théoréme, il n'est pas nécessaire de
supposer que les fonctions V' et V7 aient le méme signe pour x=x.
A la verité nous avons admis cette hypothese dans notre demonstra-
tion, n* IX et X, Mais la premiere partic du théoreme a toujours lhew,
quand méme les valeurs de Vet de V7 pour - x sont de signes
contraires; car on peul changer le signe de 'une de ces fonctions .
par exemple de V', sans qu'elle cesse de satisfaire a I'équation difte-

rentieile
A
d. (h dr )
g PV =e,
L d\ AV
5 I _
el 4 la condition —5 = o pour & ==X,

XA Ais.

Dna 511p|m.~:15 dans tout ce qui précede, que tandis que m croit de-

puis m' jusqua m’, la fonction V {ax, m) conserve toujours le méms
; v

oo

. . r

* —x € ailleurs la valeur de .

signe pour x=x et que dmillen :

pour == e

minue ou demeure constante. Mais on pent supposer encore qu
cette fonction V (., m)soit nulle pour a=x quand m==m', on quand
m =", cu enfin pour toutes les valeurs de m depuis m’ jusqua m’,
sans qu'elle change de signe. Un peut élendre le théoréme precedent :
ces différents cas particuliers, en ayant égard a Uhypothese adoptee n* Vi

..
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. d¥
-
v . o
aur Ja valeur de ou de pour o= x,.
|
K
ol
5" 1 N T [ T R .
St Von suppose ¥V (a, m' ) ou V=0 pour x=x, le theoreme qu-
vient d'eétre énonce aura toujours hieu, pourvu que l'on considére le
AR
v

rapponrt 7 comme E{;Hl a -+ = pour xr=—x, ¢t qu'lm ne tienne

pas comple de la valeur x parmi celles qur annullent V', en les com-

savant avee celles qmi annullent VP et V. En effet, on a ici G =0

aT

pour x=x et m=wm'; quand m croit au-dela de m', la valeur du

rapport ———— pour x==x doit augmenter, en vertu de I'hypothese

ctablic n® ¥I, s1 V ne demeure pas nulle pour o=x. Douc la valeur
. V

| e £l - - N . .l X — f ] . 1al e £y 1
e L pour x =x, qui est nulle quand m=7', devient plus grande

efr
que zevo, quand mocroit au-dela de m'. Alors le rapport 1n-
TS

b
dr

Ve

a une valeur positive dautant plus grande que m differe

mots de ', Gest pourquol quand m=m’, on doit considérer la va-

AN
b e

leur de v/ pour x=—x comme egale i 4 o ; en méme temps on
doit omettre la valeur « parmi celles qui annullent V', puisque quan
meaugmente, la tonction V n'est plus nulle pour xr=x.

- 5 . I-" ] % -

Silon a V= o pour x =x, le théoreme suhsiste encore en SUppo-

:'.Ir_'.r_‘
canl v — — o pour & =x ¢t en tenant -::umpl:: de la valeur

parmt celles quiannullent VY, Car quand m est un pen moindre que 1",
K A

dx , C ; . 32
~y— @ pour x=x une valeur négative d'autant plus considérable

que m approche plus de m"; et la fonction V s’évanouit pour une va-



PURES ET APPLIOUEES. 12

leur de oo un peu plus grande que x, qui diminue jusqua devenn
¢gale a x, quand m atteint la valeur m”.

Enfin si Yon a a la fois Vi=o0 et V'==0 pour xr=x, on doil sup-
poser aussi V =o pour & =x, pour toules les valeurs de m entre »
et ", et il faut alors dans I'énonceé du theoreme navoir egard quianx
valeurs de 2 plus grandes que x qui annullent ¥V, VP et V. On a cons-

v o
— o pour x = x, quelle que sotl m

tament , dans ce cas,

La consuleration de la courbe 'V (i, ) = o représentée n® VIL peul
servir i faive comprendre comment le théoreme subsiste dans ces cas
particuliers, en adoptant les conventions el restrichions €noncees.

On peut donner encore plus d'extension an théoréme prece-
dent, en supposant dans son énoncé que la limite X au lieu d'clre cons.
tante , augmente insensihlement en méme temps que . Lette
exiension resulte de la remarque quia ¢té faite i la lin du ne X, et Fon

peut s'en rendre compte par inspection de la igure ci-jointe.

X X
| . /
| I K L i
' | | I N L
| N
m T tr—— .
N
f L 'l"."% \"' H‘H_\__r
" . s
".l". '.]'t '%'\-.\_ -;,r" M
i i = "--;_""'
hy RS -
1 ., ;
B B . _
] X e

XIII.

(n peut sans altever Ies fonctions G et K dans Fequation

. AV
d. (h..".c) | GV — 0, f[j'

dr \

: : ry o dyY
faire varer sculement le rapportde Va K fj—j pour a —
i

La formule {4) se reduit alors a



150 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

IV, KE — ‘i.'.J.(I;‘—‘T) — (.,

u".,r.' .|_-"I,,J"
l.a constante C est -551_5.'!]:'_' ala valeur arbitraire du |}1‘L'rr1i{:r membhbre

ponr v =x, el pl‘f‘ﬂfil‘['t cetie conslante pDh‘iti‘l.'t:, C est supposer que la

av

)
ol . dr : . s des . : 7 }:
Vaieill l'_I'n.l ]';ipp[ﬂ"t ) E'IUU.." A=K, []UC [ous '.-.‘dﬂ'ﬂLFU”h P-']T L, Lil=
minue , quand m angmente. La démonstration préccdente comprend

Ce Cas pa rhicohier dans ]ur[l;.:l les variations < G et I sont nualles, On

en conclat que lorsque /o diminue, les valeurs de o qui annullent 'V
diminuent par degrés insensibles, et consequemment , si 4 augmente,
cos memes valears angmentent,

Deésignons par ¥V, et V, deux fonchions qui substituees a la place de \
satisfassent a l'équation (1) et en outre aux conditions

r!""n '

h'l.i' T

dV
- ==10, PI{'}LII‘ T e= X

i, V.o=1
v Y dx

V, =0,

la valeur gu?[]::.rnh* de ¥ sera
V =— AV, -+ BV,

A et B élant des constantes arbitraires; 'V, est une valeur particuliere de
Voqui satisfait a l'équation (1} el correspond & 'hypothese de h=u.
Y, est de méme une valeur de V en supposant i ==t » .

Cela pose, ona la pTL:-[‘.-mEt'lﬂrl*-'uuit;:mt{a . 81 l'on faiteroitre la valeur du
dy

ol 1

h
rapport pour x==x par degres insensibles depuis — oo jusqu’a
4 =z, chaque valeur de @ qui annulle ¥V augmente continuellement |

en passant par toutes les grandeurs comprises entre deux valeurs con-

secutive
r qui annullent Y,.
I suit de 1a que deux valeurs de x qui annullent V, comprenucnt

toujours cntre elles une valear de @ f_I“i annulie Vet n'en compren-
nent lIu'um': : elles comprennent ausst une valeur de qui annuile
V. et n'en comprennent quune; et cetle valeur de x qui annulle
V est plus petite ou plus grande que celle de méme rang qui an-

5 (Ui annullent V,; quand % est egale a zéro | on ales valeurs de
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dVy
I\
dr

nulle V,, sclon que la valeur £ de :

- pour x=x est négativi
ou positive.

AL

1.0 []I't'}}TDHlH:_H] l‘!t‘éi:ifdm:tl_? Ill‘lml:L unne aunlre {lcitsl::lnr;lra’r.ir::l toant
k‘impfe_

sotent les deux equations

, i
e

On en tire, comme au n® II,

: A TV
h.("-:_ —\r'f—,-): L. l':[qf"

il . A

l.a constante € est égale a la valenr arbitraire de l’f::-;I:u'f:.cﬁu_r.

i Il,f" - Ef.l'l:lll vll l"fulr_ ] a | L 1 a
R I\x- 7 L. ) POUr x=x Lette constante C sera positive 51 l'on
v "
K d K A
. dx A . .
1 —— << - pourx=x, V et V' ayant dailleurs pour o=\

des valeurs de méme signe qu'on peut rendre positives.

Cela pose, soient « et € deux valeurs de x consecutives qui aunul-

ot V7 1 LI . iy ] i . 1 fon .

lent V. I résulte de Féquation (10}, comme on I’ déja van® 11, que
A .

pour ces valeurs de o, —~ ne peut pas ctre nalie en méme temps
[

A\’

dxr

al . i

que V', et 1l est a1sé de voir que aura des valeurs de SIEnes Con-

traires pour x = a et pour x =86, Ln effet, pour les valeurs de x un

A . ) )
— ont nn meme signe qui csl celui

it

pen plus grum]e:; que e, V! et
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I..-!f 3 -
de 4 pour x == a, tandis que pour les valeurs de & un peu plus pe-

. . . . . ) AV’ .

tites que 6, V' a un signe contraire a celut de —— pour ax—=E. Mas
. T

V' 2 un méme signe pour toutes les valeurs de x comprises entre @

AN . . . . \
et € : done - a pour x=~C, un signe conlraire a celul qu'elle a
i A

pour ar==<.

Maintenant I'éguation (10} ou € est positive, fait voir que, toutes
les fois que V' est nulle, V a le méme signe que E:r;;. Conséquem-
ment V a pour &=« ct pour x . € deux valeurs de signes conlrai-
res; V sévanouit donc aun moins une fois pour une valeur de x com-
prise entre & cl 6.

On reconnaitra de la méme maniére que deux valeurs de a conse-
cutives qui annullent V doivent comprendre au moins une valeur de x
qui annulle V'

Done ces deux fonctions V, V' s'évanouiront pour des valeurs erois-
santes de a, Mune apres Pautre alternativement. V s'évanouira la pre-
miere. Car si P'on suppose que « soit la plus petite valeur de @ qui an-
nalle V7, les valeurs de ¥V et de V’ ponr x == x ¢tant loujours censees

" A ’ . . - .
sositives, la valeur de -, pour x==a sera négative, puisque V' doit
en s evanouissant pour X ==a passer du positif au négatif; ¥V sera donc
aussi négalive pour x=—=¢d., d'apres Vequation (10); mais elle est po-
sitive pour r==x; donc ¥ change de signe et sannulle pour une va-
leur de ¢ plus petite que &, cest-i-dire que V s'annulle avant V',

K rﬂ"

. . T . (e r
[l suit de la que si Fon attribue au rapport -<—, pour x = X, des
valeurs A de plus en plus pelites, les différentes valeurs de a qui an-
aullent V diminueront progressivement : on est ainsi ramenc a la pro-

[msi'riuu Ju numero pl‘tf'téd{:nt.
wV.

N : o . dr
Jusqu'ici l'on s'est donne a volonté la valeur du rapport —~ pour
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x ==x et 'on a supposé cetie valeur décroissante ou invariable , tandis
que le parametee maugmentait ; mais on peut aussi se donner la valeur de
K2

e . . .
—- pour @ = X et la faire varier avec in, en conservant d'ailicurs les
aulres conditions relatives aux fonctions G, K, G/, ete, On ramenera
ce cas au precedent, en fmsant la variable xy=a—z, a4 élant une
coustante, et considérant toutes les quantités G, K, V, G, ete., qui
clatent jusqoa present fonctions de &, comme fonctions de la nou-
velle variable z qui avgmente quand & diminue. La proposition du
n" Xl deviendra par cette inversion celle que nous allons énoncer et
quon peut aussi €tablir directement 2 l'aide de la formule (5) de la
méme maniere quon a démontré celle du n® XII, en sappuyant sur
la formule 4

Sowent les denx équations difiérentielles

£ dvV’ -
Pﬁ.i- . I
.-I.lk {ﬂ_)-—l—ﬂ\ + 0,

dr

I
- L GV = o,

i

dans lesquetles les fonctions G/, KW, G", K" remplissent les conditions

cnoncees n® Xl Si1lon a

AV’ iV’
NGNS

dar gl dr —X
-y = —y— pour x=X,

la fonction V" doit s'evanouir antant de fois ou plus de fois que V
entre les limites x et X, et st 'on considere & comme décrois-
sante a4 partiv de X, les valeurs de & qui annullent ¥V sont respec-
tivement plus petites que celles de méme rang & partir de X qui
annullent V",

Soil encore une fonction V telle que

) oy =

it

=

Avpie 15560,
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(» et K étant des fonctions de r et de m r[ui |'Ez[t|pli.5.5t:nt les condilions
énoncees n® XIL. Supposons gue tandis que m croil depuis m’ jusqua
m", Voait constamment pour r=X un meme signe qul so1b aussl

dV
h 4
1 [ i g i ¥ 1:--. .
commun a Vet a V', et que la valeur de —y— pour x==X dabord
A
K=
: . dx 2 . |
cggle a celle de ———quand m =, croisse avec m ou du mows
. Ilﬂrnl.'
hl. I
ar

ne decrotsse pas et devienne egale a celle de ,quand mdevienl

r W = FE
m". Cela posé, I'exces du nombre des changements de signe de
a N ¥ 1
entre les limites x et X sur le nombre des Eh:mgf:ml.:ntﬁ de siFoe de
V7 oest L"',flai au nombre des l:h:mgennrulﬁ de Higru: {Iu’i,;pruuvﬁ la tone-
fion ¥ X, m}, Iur'm.lm.' ik Croit fiﬂpll[ﬁ ' jusqti":'i n'.
St Vonsuppose V=0 pour r=X, ce theorome aura encore lien
Ldy

aix

h

pourvu que Von considere - CCOmme égal a — w0 pour : —3.%

ot qu'on ne tienne pas compte de la valenr X parmi celles qui an-
anilent ¥

. B T - - . LK .
Sitena Vi=o pour xr ==X, 1l faul supposer —= = - poul
. = X, et tenir compte de la valeur X parmi celles qui annullent V7.

Faofing, s lonaalafois V=oet Vi=o pour .x :Kr on doit
usst avolr constamment Y=o pour x =X, en faisant varier m; et
(i ce cas, il faut ne considérer que les valeurs de & plus petites que

N qqui annullent ¥V, V¥ et V.

>1 Lon se borne & faive croitre par degres insensibles la valeur du

A
“ 1
rapport : — pour x = X, sans allerer les fonctions (= et K dans l'e-
A
-:J'.Lh g )
a . ; :
quation -— !,-——-l-aG\ == 0, on voit que les valeurs de & qui annul-
. :

lent V augmenteront tontes a la fois. Cette proposition particuliere, a
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laquelle nous pourrions donner plus de developpement, correspond a
celle du n® XL
VI
Les propositions enoncees dans les n® XIT et XV vonrt nous donnes

de nouvelles Frnprifités des fonctions qui nous occupent,
Soient encore les deux L:.rIu:itiDﬂS diftérentielles

;3.(};“ @l j
e ¥ F]
— - GV = o,

f

R
v
a’.(h d:)

' -

+ G'V' = o,

ot l'on suppose toujours
G == G, K" - K'
v’ v’
hld ) 1.,. r; —

: . dr dx :
Quelles que soient les valeurs des rapports 2 yr o SOIL poo
x=x, soil pour x == X, derx valeurs de x conséculives qui an
.fr.-ff-f!'i’.'?'éf "f” E:'!'-'”IIJI'-EH.I'J'H!”: EF"'-'H)FI"IHF'! i OIS HEE 'I'”l!Tf:HI' {frff' A i'Jll'n".!'I Fili
nulle V.

En ellet, soient a et € deux valeurs de o qui annullent V, et sup-

pOsons r{u’aucmlﬂ autre valeur de EcmpTisc entre 2 et § nannulls

.
KoY

Pt NI . ) o il o
V. 51 V' nest pas nulle pour x=a, le rapport —— aura pou

ody
K dr

T — = ] ¥ ay 2 : i T 1 T E | L] L] ] PR, L e
o= a une valeur fime F.-lm. petite que celle de v pour @& = a,

qui doit étre considérée comme egale 1 4 o , d'apres la remarque

AV’
dr
7

K

faite au n® XIT FAis, (ﬂn peut dire aussi (‘{u:l_}n a :—i—-::l: pou

Al

2 = a, parce uﬂ—dE a des vale ives tre andes fes
» P q v v urs posruves Ires grandes pour les

valeurs de r un peu plus grandes que u.)
18..
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Alors, d’apres le theoreme du n® XI1I, si I'on fait croitre depuns &
jusqua &, la fonction V" s'évanouira nécessairement au moins une
tois pour une valeur de 2 plus petite que la valeur € qur annulle V-,

[l en sera de meéme, st V7 est nulle pour x =« en méme GINE

que V.
On tirerait aussi la méme conclusion du n® XV, en f{aisan! décroitre
K dv’
a depuis §J115i1u a e , et considerant —y~ comme cgal &4 — = pour

Dewx valeurs de x consécutives qui annullent V' ne peuvent pas
i.'.f'il'ii.].’}.f'r"”."f.l"l'.' I,_f}'."r.l'I.'l' f-?‘n.ffﬂﬁ' 1-'1’El-r‘!:'1£r I!ii'!' ke fji'ﬂ-!j Hnnu!’fr? 1"”. [Jﬂr 51“ _1!{' ﬁ'l,.'.i_‘,'.ll B2il=
tre elles deux valeurs de & annullant V', celles-c1 comprendraient une
nouvelle valeur de x qui annullerait V" et qui tomberait entre les deux
que Von considére, ce qui serait contraire a 'hypothése. Cette propo-
sthhon subsiste dans le cas meme on 'une des deux valeurs de a qui
annullent V" annullerait ausst V'. Il ne peut pas entre ces deux valeurs
de & en exister d'autre qui annulle V',

AVIL
Ces propositions ont lieu, quelles que soient les valeurs des rapporis
AV dYT
A9 7 K ==
T i . - L 1
"L’E' 5 Ty soul pour .@xr=x, 01l pour .r— X. Maintenant .

admettons comme dans les n™ XIl et XV, qu'on ait a la fois

L dy” L dy
K dx < R dx
-il,-" ——1*:_, . PDUT J = X ,
dV edV
ax :,‘.‘P dx
~i— _ —y— pour & = X.

Alors V" s'évanouira au moins une fois pour une valeur de x moindre
que la plus petile valeur de or au-dessus de x qui annulle V', et anssi
pour une valeur de a plus grande que la plus grande valeur de x au-
dessous de X qui annulle Y.

On est ramené par la a conclure, conformément a la premiere par-
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tie du théoreme du n” Xll, gue tandis que 2 croit depuis la himite «
J‘.:.-t.qu!il ane valeur quelconque a, V¥ évanouit et change de signe
entre les limites x et @ au moins autant de fois que V' et pour des
valeurs de o rr..r.pﬁctiw_‘nwnt moindres que celles de méme rang qui
annullent V. Car tandis que 2 croit depuis x jusqu'a a, V' s'evanoul
an moins uae fois avant que 2 atieigoe la plus petite valeur qui an-
nulle V7, et d'ailleurs il y a toujours entre deux valeurs de x consecu-
Lives qui annulient V' au 'tlHJipI]'*i une valeur qui annulle L

De méme, tandis que & croit depuis une valeur £ jusqua X, V7 s'e-
vanouit entre les limites & et X aun moins autant de fois que V7, et
pour des valeurs de & respectivement pius {_fr;uu]:ah que celles dumene
rang a partir de X qui annullent V', Lar V7 seévanouit pour une va-
leur de a0 qul surpasse la plus grande de celles qui annullent V7, et
d'ailleurs deux valeurs de & cousceculives qui annullent v’ compren-
nent au moins une valeur de x qui annulle V7. Cette proposition a et
:hjj:'ar_ enoncee dans 1a pl‘ﬂmiiﬁru l'r.'II'[iit? dun® XV.

si 'on considere par ordre de gt'ﬂ:}t]Ef[ll‘ a [r;u'tir de x les dilferentes
valeurs de & qui annullent V' el ¥, fa n™ valeur de o a partir e x
(e annulle V' sera plus grande gue la 0" valeur de o gui anndie V"
of ‘,-;f.r.:.s; l,r;.m':'h: (et la valewr de x (j1ed annrdle N7 i v rang H.*m':!.'m:'
par n—-A4, A désignant comme precédemment Pexces du nombre
des changements de signe de V' entre les limites x et X sur le nomhre
des l;h.;;,ué{:‘.:lt:lllﬂ de signe de V', En cffet, la n™ valeur de 0 2 partir
de x ¢ui annulle ¥’ est plus grande que lavaleur de & de méme rang
qui annulle V", dapres le n° X1, et d'un autre ¢o1é, cette valeur de
T qui annulle ¥ est, Ll*a}u‘i:ﬁ le n® AY, pluﬁ pf;titc que la valeur de a
de méme rang a partir de X qut annulle V%, valeur dont le rang a par-
tir de x est marque par n + A,

En lmrt'u:uliﬂr, si A= 1, cesta-dire st V" ne sannulic Grune
Jois de plus que V' entre les limites x et X, chaque valeur de v qu
annulle V' tombe entre la valeur de x de méme rang . a partir de x
;J;Im'ﬂrmuf le V" et la valeur de x immédiatement supérieure qui annnlle
aussi V¥, de sorte que les deuse fonctions V' et V' s'évanowssent lune
ap res Pautre alternativement , tandis que & croit cfﬁfuu'.s v jusguea X,

On peut aussi le conclure de ce que deux valeurs de x conséentives
(i annullent. ¥/ doivent comprendre au moins une valeur de qui
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annulle ¥, n° XVI, et de ce qu'il y a aumoins une valeur de x gui
annulle V¥ entre x et la plus petite valeur de qui annulle V', comme
aussi entre X et la plus grande valeur de x qui aunulle V'
StlTonaV¥V=0ou V' = o pour x=1x ou pour x==X, ou s | o
aalafois Ve=oet V=0 pour x==x ou pour x=X, les praposi-

tions precedentes subsisteront | pourvu quon ait égard aux ohserva-
tions faites dans les no X1 Ais et XV,

AVIII.

Considérons deux valeurs de @ quelconques, a et &, entre x et X
¢ pouvant ¢tre égalea x ou b a X). V' pe peut sévanouwir entre fes

limites a et b qu'une fois de moins que V'. Car entre denx valenrs de
x qui annuellent V', 1] y a toujours au moins une valeur de 4 (i An-
nulle ¥,

V" s'evanouit entre les limites a ef b an plus A fois de plus que V'
car ¥ s'¢évanouit au moins autant de {ois que Y'soit entre les limites
x el e, soit entre & ot X,

Il smtde la qidentre dewax valewrs de x consécutives = et & qui an-
nullent ¥, il ne peut exister plus de A valeurs de « gt annllene V"V

[l peutarniver que V" soit nulle en méme temps que V' pour x=uz.
dans ce cas particulier, V'’ s'évanonit au moins une fois de plus que V',
tandhs que x eroit depuis x Jusquaun-dela de 2, et au moins antant de
tois que V', tandis que x croit depuis une valeur un pen moindre que
& jusqua X. Donc V' sévanecuit an plus A—1 fois entre « et £,
@S compler son évanouissement pour x = a.

Un vont de méme que st ¥* était nulle pour x=E€ en méme tempe

s evanouirait encore ay plus a —
tois entre 2 et 6. Enfin, si V* était nulle en méme temps que V' pour
ies deux valeurs 2 et £, il y aurait au plus A — 2 valenrs de = entye
2 ¢t & qui annulleraient V*.

que Y7, sans 'étre pour x=a, V"

XX,

Eu adoplant les hypotheéses énoncées ne® ¥I, on a

reconnn que la
Rfi"r"_

. ar .
valeur de la fonction - y— pour :;haqu.t: valeur de o dimigue quand
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m augmente, avssi long-lemps que V one s'évanouit pas. Il ensera do
v ey .
K ¢ K-+ HV
dr

. . . dx R . .
mcéme de lexpression ~ I ou —= o , 51 l'on designe par

I une :iue;ntité conslante ou une {fonction de i 11115 décroisse anssi

continuellement qu:tm:l meaugmente, Falsons o —= X dans cette fonction
A\ _

(NI TRt

-———— qui ne contiendra plus alors d'autre variable que m , vl
constdeérons les chansements de signe qu'elle pourra éprouver par ia
varialion de m
. A :
Ko 41
. : . dr D 1s ..
Cette fonction —— , ou l'on fait x = X, ne peut changer de

signe qu'en devenant nulle ou infinie. Lorsqu’elle devient nuile, on .

,-r'.”'r T ] " 1
h.{jr -~ HV¥ == 0, et L on ne peut pasavoir en méme temps V=0, cu
_ T Al .
alors on amrait @ la fois V==0 et & =0 pouwr =X, cequi v
ik
A
no- L'

; sihle. Puisaue la € o . < 15 , 16te de decrait
mnpossible. Puisque la fonction ——— a la propriété de déeroitr

continuellement tandis que m augmente. elle pusse en sévanouissani
du positif au negatif; ensulle 7z continuant & croitre, elle décroit in-
definmiment en prenant des valeurs rlr_‘:g:!li\r'tiﬁ il pluﬁ e1 p]uﬁ é]oigm}w
de 0, jusqua ce que V devienne nulle 4 son tour.

Quand V sannulle pour une valeur de m, on a vu plus haut,
n® VII et VI, que, pour les valeurs de m nn pen plus prandes que
celle-la, V ale signe de T:IT:;’ et pour les valeurs de m un pen plus
petites le signe contraire; ce quon peul ausst conclure de ce que

v
L

o r

augmente en meme temps que m. Dong, guand V sannulle , Ia

dv |
K= 4 BV

fonchion 3 Changu de ﬁignu en passant de 'infim m:'gatif'

a l'infint positit ; m continuant & croitre, cette fonclion recom-
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mence a décroitre, en prenant des valeurs positives de plus en plus
petites, jusqu'a ce quelle s'évanouisse derechel pour une nouvelle
valeur de m; en sévanounissant, elle passera du positif au nega-
(if, puwis continuera a decroitre jusgqua 'infim negant quelle at-
teindra par un nouvel é¢vanouissement de V; de sorte qu'en general

av

les deux fonctions ¥V et K = 4 HV s'évanouiront toujours l'uue
il

:1p'ri:5 I'autre alternalivement pour des valeurs croissantes de m.
XX,

De la 1) est aise de tiver les l_'.l’.'l]IiHE{le![H.fﬁ.-i suivantes :

. dy :

KTy

_ - = I'.I!IL L 5 1 i LI o - . )

S la fonction —- ——— ou I'on Fait toujours == X, a des va-
leurs positives pour i == pi' et pour m=m", e croissant depuis
jruuqu'él m'', elle dott changer de signe un nombre pan de fois, cn pas-
sant d'ahord par zcéro, puis par I'infini, et ensuite par zéro el par
Finfint alternativement. Le nombre des valeurs de m comprises entre
v

m' et m" qui annullent K : -+ IV est donc egal au nombre de celles

{x
' T A" F a s % 7
qul annullent Vou V (X, m), et par consequent, n® XII, a l'exces A
dun nombre des changements de signe de Viax, m'") ou V" entre les

I 7

limites x et X sur le nombre des changements de signe de V (x, ')
S ,. -V . _ 1
ou V. Ces deax fonctions V et K —E—{—H‘s’ sevanouissent 'une
i
apres autre alternativement , quand m croit depmis m' jusqu’a
"ot Cest K©Y 4 HV qui sévanouit la premiére
iy et cest Bo—= -+ qui sevanoull la premuere.
A i
38 P 4 %
~ . a ’ .
St ld fonction - X a une valeur negative pour m = m'

aussi bien que pour m=—m", elle doit encore changer de signe un
nombre paw de fois, en passant alternativement par l'infin1 et par
zéro, el dabord par l'infint. Awnsy, m croissant depuis m’ jusqu’a m”,

) .ty . . L
les deux fonctions ¥V et K 4 HYV s'évanouissent I'une apres lautre

alternativement le méme nombre de fois, V etant la premiere qui s'é
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vanouwisse ; et par suite, le nombre des valeurs de m comprises entre

' . : dy : .
m et m” gui annullent K = HV est egal a Vexcos 4,
] T -t est eg FXC
dV i
K- +HY
- i =
51 o a une valeur positive pour m — m' ¢t une valemr
'\r.
négative pour m = m", elle doit changer de signe un nombre iImpan
i | 5

de fois , en passant alternativement par zéro et par I'infini, et d’aboyd
par zero, tandis que m croit depuis m' jusqu'a m"” : la fonction

b e . ) . .

h o HY  s'evanout done avant V et une fois de plus que V ; o
o v ,
nombre des valeurs de m entre m' et " qui annullent K E-!- 4+ HV et
T

aonc egal a A1,

dy .
K 4 HY

dr

Enfin, s - a une valeur négative pour m = m' ¢t posi-

v
tive pour m=:m’, m croissant depuis m’ jusqua m", la fonction
aV

K — 4 HV sévanowra apres V et une fois de moins que ¥V, pa
ar
consequent un nombre de fois marqué par A — 1.
iV

1¥ans tous les cas, ces deux fonctions ¥V et K = + HY ou l'on at=
-

trithue & o la valeur particuiiere X, ont une corrclation telle, que
deux valeurs de m conseécutives qui annullent 'ane d'elles comipren-
nenttoujours entre elles une valeur de m qui annulle Tautre, et n'en
comprennent quune,

Sorent w et w” deux valeurs de i conseécutives quisatislont a lequation

A . . .
h— - HV =0 pour x —= X. Puisqu'elles comprennent entre elles

F
une valeur de m qui annulle ¥V (X, m) et n'en comprennent qu'une,
on en conclut, dapris la 2° partie du théoreme dn n® XII, que la
tonction V (x, w') scvanomt ct change de signe entre les hmites x et
A une fois de plus que V (xr, &)

1
[

: . . . A :
JNCHIS 2rons seelie el — Popeul pas
Non tjouterans que celle edqiaation [\ T -+ HY O ne peut pa

ey

K —

. . . . dx
avorr de racines égales , carelle est la méme que — +H=10 et

Avee. 18 € 19
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i hﬂ \
. . N d il x -
Fan ne peat pas avorr en meme temps e — | e
Y .

4 !

est le caractere d'une racine multiple , pmisque d'apres la formule (4,

FdV N

[ K — III
r ed 1 . \ . . e .
o \ | esl toujours negaltive, et que ¢ H est par hypothese nega-
tive ou nulle. On peut veir encore qu'on ne peat pas avolr pour une

, -dyY ,
meme valeur de wm, K Friun HV — o et

ohservant que la formule (4) donne

& f}{ﬂ —1—”1'::' — R L

S AN A

JdV . A
JV.(KS - HVY) — 1.;.{hf

A

i H"‘,"'H > 0 pour —
T A
poutvu que dH soit negative ou nulle.
Oun a déja remarque, n® X, que les equations V(N ,me)==0 v
i

Vi, m' =0, Vixr,u)=o, elc., n‘ont pas non plus de racines

] -g_:‘:| r.!.l._

A D.4 §

=i 1 on 1'1.-111;1i.-1[.'u ba guantite I {Iui eot une constante ou une tonchon
decrossante de m par une autre qu;n.ntitf*. HJ anssi constante ou fone

Con decroissante de moqu pour chaque valeur de m soit plus grande

iy )
K S 4 1V
- » T E . e -
que Hy la fonehon — { aura toujours une valeur mterieure
Al
- 4= N
dr ] . _
eelle de - pour n:har{u:: valenry de ne: et cotnnme ces denx

tonetions décroissent en méme lemps jusqu’a — 2, tandis que man
qente , la secande s'évanouira nécessairement apres la premiere |, s1
croit depuis une valeur quelconque qut rende la premiere positive
jusqua la valeur immeédiatement superienre qui annulle V.

¥ ' & ¥ . &0 P
{.q'n;m:qlu:n]nu:nt . lr_l'r‘.l-;f‘{utf mocroit :Jupul.‘-. m’ jusgua s, ces trols

. ., 1 . A
e thions "I-', HI—"—L-”‘P il Hn ‘

Foa o Yy EhEE N
e r.",:_F_ H,." 5 evanouissent I nne apres

b

4 HV seva-
.

Vantre  alternativement dans Vordre suwivant : K
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nountl toujours immediatement apres 'V, K r;_{ H V s'evanontt apres

o
"

- r;|l1|| o - . ¥ I'JI\I r
I ~+HV, et ¥ apres h -+ V.
T : dx -
On voit par la que st lon fart varier Hen lut attrtbuant successivement
des valeurs constantes de plus en plus grandes depvis — = jusqu'a 4 =
ou en la ]'L"I]I]Illi.if..'_{l'.ll. par des fonctions decroissantes de m de plus en

plus grandes, les diverses valeurs de m qui annullent K '3 -+= H\
il £l

;]ugrm-zl'r:_m‘ml en 'P-:"-t.'*-i!-"i:-ltll'. par toutes les gl':ilt!]I‘llt‘H {'.mnpriﬁt:.r-'. crifre le-
valeurs de m consécutives qui annullent V (X, m). On a v dailleuss
que les valeurs de & qui annullent la fonction V {x, m) diminuent
quand la valeur attribuee & m dans cette fonction augmente.
Tout ce qui nrecede s‘applique en partienher aux valeors de e qus
qui | pPpiy i i
Y A

donnent —— =0 pour x == X, puisque la fonchon K -———4 HV =
dd. T
. : - dV ..
veduit a K == quand on lfait H = o.

AXIL
'y
b~
- - r N
Nous avons designe par & la valeur de —— pour & == x et adnn-

rjue celte valeur & diminue on reste la m{‘:ne, Lains que m augmente
Sien prenant toujours pour G et K les mémes fonctions de x et de
on remplace % par une aulre quantit¢ #, constante ou fonction de-
cronssanie de . qui pour chaque valeur de m surpasse £ d'aussi pow
A
I 7
. L " & " . y . o ar
quon voudra, on sait dapres le n® VI que la [onction v aug-
1._'."
A
Kk

dr

mentera ou que diminuera pour chaque valeur de » et o

N —
¢
.

A
{I' -
= —!'—'H i

1|'|€EJ'“£'11EI€'[‘ pour x == X. [:ntlsdqutninm}]t la fonclion

dV .
K '.f.- + 1V
(i 5 ; . : . iy s
——— e O lon fait &= == X, qui conserve la propriete de ¢

i)



44 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

croitre quand m augmente, s'évanouira pour de nouvelles valeurs

de mun pen [ﬂuﬂ grum]e.ﬁ (ue celles -:{ui Pannullaient d'abord, {In:_l::lii

T— /
CHIL SU PSR — == A pPur rIr= x.
PF v I
Pour le voir encore plus clairement, supposons que la fouction

AV

- + HY oulon [t x=2X, son nulle pour m=u, lorsqu'on a
L
A dy
L% . K -
[ it ' . (i
—~— = i opour x = x. Alors Ila fonction oo+ H ou

AV _
K= 4+ HYV

-y ou l'on tait r = T’L} elant nulle pour i —u et de-

crotssant qu:lﬂnl m augmente , esl négutlni pour les valeurs de m [}][1.«-.

srandes que p jusqu'a celle quiannulle V (X, .

LV
[
. . ;f{'
Faisons maintenant — = i pour x =, h, surpassant fi dune
il v p
Ik - <4- HY
dr

(quan tite aussi pelite qu'on voudra; la tonchion ou lon

YV } ]
tail =X, deviendra plus grande qu'elle n'etait avant le chaugement
de % en A,; or elle etait nulle pour m= w et negative pour m = u;
donc apres la substitution de A, i la place de %, cette fonction sera po-
sitive pour m=—=g et aussi pour des valeurs de m un peu plus grandes
que «; mais m continuant a croitre, cette fonction reprendra le
signie — qu'elle avait d’abord, puisque son augmentation due an chan
sement de & en &, est aussi petite qu'on le veut, en prenant &, tres
peu différente de A. Ainsi les valeurs de m qui annullent la fonchion

hth -+ HV on lon fait x=X, augmentent quand on remplace /i
dV
K-=
1 & - I .
par £, c'est-a-dire quand la valeur de —y - pour x = x devient

plus grande. Si au contraire elle devient plus petite (ou s1 I'on rem-

place %, par &), on prouvera pareillement que chaque valeur de m
. . iV T . .

qut annulle la fonction KEA& ~+ HY ou l'on fail x= X, devient

[11115 pEIitE.
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On reconnait de la méme mantére que les valeurs de qu1 annul-

lent ¥V (X, m) augmentent ou diminuent toutes a la fois, selon que la
d¥
I —
dx ) _
valcur de —y— pour &=x devient plus grande ou plus petite, v

v
K ﬂ

di.d

considerant qu'ulm'h celle de pour x = X diminue ou aup-

tmenle .

Ainst . lut'r;tyfutl tatt varer la valeur & du rapporl pour

7
a=x, soit en lm atinbuant des valeurs constantles de plus ¢n plus
grandes depuls — oo jusqua 4 oo, soit en prenant pour £ des fone -
tions decroissantes de m de plus en plus grandes, sans changer le.
tonctions Goet K, les valeurs de m qmi satisfont soit & équation
K :T: —— HY =— pour X — K, SO0t a l'lifqli."i'[iml \rL‘, Nl === 0, ang-
mentent toates a la fois,

Les valeurs de m qui sabisfont anx deux equations

'\

K~ — £AY = o, pour a = x,

cdv . ,

o K + HYV = o, pour = X.
i

augmentent donc ¢n méme temps que les quantites £ ¢t H, dont cha-
cune est une constante ou une fooction decroissante de m

AN,

Supposons que dans lEi]Ll:ll'.i-!}t]. (1)

cf.{hi;)

" GV = o,

on remplace la fonction de 2 et de in que G représente par une autre
fonction G, de x et de m, qui pour chaque valeur de x et de m surpasse
G d’une quantité aussi petite qu'on voudra. On peul concevoir, si
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lon veul, que U depende non=sculement de o et de wie, mas encore
A'un autre parametre adeterming n, et qu'en faisant croitve celui-a1,
G augmente el devienne G, Remplacons ausst K par une aultre fone-
hon K, de o et de m qui soit moindre que K d'une quantile aussi penite
quon voudra : on pent encore considerer K comme fonction du nou-
veau parametre i, ot admettre que R devient plus petite et se change

on b par Pangmentation de s Légquation (1) deviendra

iy
|"||r.|_|llllrl."'¢- £ |.""|
Y\ dr J R
- e {r,\', —_— 0,
]_b;l.r.l""l.'. Eri!"".
. . . : idr el
Suppasons enlin quon ail z = Oou un peu <7 —— pow

==, quelle que soit i, et que dalleurs chacun de ces rapports di-
minue ou demeure constant r{u:md mt angmente.

(.ela posé, on conclut du theoreme du n® XIL, eny remplacant m par
oy ua la nouvelle fonction V, doit s'évanouir entre les limites x et X
wtant de {ois ou plus de fois que V, et que chaque valeuw de a qui
annulle V,est plus petite gue la valeur deade meme rang a partir de x
Tl annulle V. En gulre on aura 11';1pri:5 le ne VI pour toute valeur e o

plus grande que x

JdV day
— k
Y fa iar Y, k!
Sl e 1F —
k! |} A . | ay
Ty W —
ar dax

l.-[J[]kl_"r]uL':"ﬂﬂﬁl.’!.t i {:I]Hﬂ]]t .]"'___K} O aura i']ﬂ.'“r ['!]ﬂq”[: \-’ﬁ:ll'-.|r

dle

d™ . JdV

o1 commu ces denx fonctions decroissent Fune et autre r[n;m:] I

'Y _
};,‘f. L4 HYV,
L i + : " a g
augmente, —-———g——="", § €Vanouira cn passant toujours du positl

w0 negatif pour des valeurs de m un peu plus petites que celles qm
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h 5.+ HY
A : . . -
uull{l”ﬂ!ll - % —_— cest=a-dire Juv fes Faclnes e ol 1L':i|1;.-

T

| v , | |
tion h,f”,-J—_ 4+ 1V, = v sonl un pert moimndres que celles de Pequaatio

b ' - : :
K G+ HY = o; proposition qu oo pourrait rendre encore plis ey
Lt

Jenie prar le rasonnement flf;".'l'.'lﬂ]f'l'lfli_: dans le numero }}rél:t'dt;ui

. o : v, ) \ . :
En considerant quon a UV == AV ity veconnalt de aens
e i

que ¥, (X m) s'évanouira pourdes valeurs de i plus petites que celi
qut anoullent ¥V X ) (%),

Ui vort par toul ce qui precede conmient Faungroentation vu i e
minnton de chacune des quantites H, 4. G ¢t K, i’"]‘-:F'E""i””””Em e
e variation de s, influe sur lesvaleurs de aur annvllent Ve, eni
les hmites o et X et sur les valears de m '-1Ili cabictonsi a Vieqnato.
il

,l.f-:l

h— 4 HY =0 pourx =X\,

XNV,

B ITRT a-ui.:-pum.: dins toul oo c.[ui pl'étt:du e Bl vt e quatililbe o
tante on une fonction deécroissante de e, St Von prevd pour H ane tor

Lo ¢|m;:h“:f:-nr| ue ae i assujell e i la sente conditon de ne pasdeverr i

A" . dv
K "ﬁ I "é L HY
. . . £ e 5 .
e, la fouction N —+ H ou - —yTTT o Vo bt o =— N . jror

r B —_ R — ——.

o Par esemple, de probleme de la distnibution de 1a chalenr dopes i subict

homogene conduit o des equanons de cette forme

.r.i'ﬂllrI i "l.l
— =4 | m L — )V = ¢,
d® o )

quion ntegre en supposant V-—o pour ¥ == o,

S o : T AV
Drapres ce qui précide les valeurs de mogun satisfout 4 Véquation 7 4 HY
£

JE— { - L . I % -
pour == X ow a Uequation V(X | m) = o, diminuent guand la guantie n -
mente, et sinn’admet pas de valenes positives. les racines m de ces Fuations sont
e plue petites quand n== o
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rantot croitre . tantot décroitre. En designant par o et & deux valeurs

Hd‘r

._ . _ ) . . dr
de m consécutives qui annullent V (X, m), cette fonction —— -+ H

aura toujours pour les valeurs de m un peu plus grandes que « des va-
leurs positives trés grandes et pour les valeurs de m un peu plus pe-
cdy
K-
- 3 . . .0 . . -
hiles que £ des valeurs lres gmn[lu:‘-}, puisque —- ou l'on fait r=2>X
passe de— o a = o, toutes les fois que m atteint et depasse une va-
. . cdV :
- ; . T LR ; , I < angera de
lewre qun annulle V (X, m) : par consequent e -+ HV change
signe en sévanouissant une fois ou un nombre 1mpair de lois tands
. Al :
w g s n i % i : v " s " T el I'I\- L] 1% B — —JI- )
que m croitra depuis « jusqu'a €511 pourra meme arriver que K- HY

S EVANOUISse ]T#Tl]l’ii‘illlll‘ﬂﬁ \’Iiiﬂ"l.lt'?-{.lﬂ menlre « et gﬁﬂﬁﬂ L'h."i"gﬁl‘ dE‘ Slg”l".

.|I ]
i .
KL+ M
e voul ausse que s lu{{unnhtn — esl posilive pour une certaine
i I"-l'!ll"i ¥ r + u_ 1
valeur de m, K — =+ HV devra changer de signe une fois ou un nombre
o

inpair de fors tandis (Jue croifra depuis cette valeur jusqu’a celle nn-

. a " T - in. T
mediatement supérieure qui annulle V (X, i) el que K — +- HV ne
changera pas de signe ol en changera un nombre pair de fois, tandis
aque u variera depuis la valeur dontil s’agit ju squ'a celle immediatement
inféricure qui annulle VX, m). D apres cela il est aisé de voir comment
ou devra modifier les propositions des n® XX.. . XXI, en supposant
que I soit une fonction quelconque de me, au heu d’étre une constante
an une fonction de e decroissante.

XXV,

Nous avons considere prér,ér_lﬂmmfrnt les changements de sizne
qln'z;_ihru!:l‘.'.t} enlre El:— Eimirf_‘-.‘l ¥ of YL ].:_1 &]".(_‘ﬁl.‘l‘. 1':'_ thiﬁl]it r.:l]‘ 1.t:-'.|1;1—
tior difTerentielle
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G et K eiant des fonctions de x et de m qui satisfont aux condi-
tions enoncees ne Xl

0V
Maintenant nous allons nous occuper de la fonction h —|—;ﬂ’ (que

nous designergns par T, P elant une fonction de & ou une cons-

tanke.
Ea pos T=K% 4+ pv
.0 posant =Rk 4+ pV,
d ¥
d.| k

dl ( fi'l") -‘“ n‘p

UL rJ'r - + v dr"
be

( f.fr)

en remplacant dans le second membre par la quantite equi-

E‘n" T—pV
valente — GV, ct —— par —~ HE_ , on frouvera

re'.:

't . i i _
ht'_,“"f"[ ({?h—l—jf’——]{f?:) V =o. (11}
La tormule
. day .
T=K =+ pV
donne aussi
(5 B - !Illl 5
dou l'on tire
T.dV —=V.JT = JV.K ﬂ?" (h””")
[

EEn combinant cette derniere formule avec les equations (§)ct () du
“ V1, on aura les suivantes :

TIV—VIT =C [ V.dG.dx _ﬂf( S AKedr, (1)

TIV —VIT = (' — f VedG.daotf r""‘(g)ﬁ.;ﬁm. (13

l.es constantes U et U représentent 1c1 lesvaleurs de TdV—=VJT pot
r=x el pour x — A,
M 1830, T\
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La formule {12} fait voir (qu on aura, pour chague valeur de o,
TSIV —VJIT = o,

<t Ton prend C ¢t G positives ou nulles, et JK negative ou nulle,

comme dans le n® VI (din étant positive). Alors la t{‘J:m!i!éT ALy -
1 - -
mente ou - diminue, quand m augmente, car on a
TaV —VJT =T f—\'\' ——guun L\ (]“l
VTS N/
) : S TOP " : T
Prendre C positive on nulle, cest supposer que la valeur de PO

o
= x augmente ou que celle de & diminue, quand w augnieate

ou que lune el Naulre demeure constante. Nous admicllrons en outre
que T ne change pas de signe pour & =, mais que V{x, ) peat en
I..hElIIHE.,’-I'.
.1 . i L] - ol 4 L]
Cela posé, attribuons a m une valeur arbitraire et soit £ une valeur
. L . A
de qul annulle T. Comme T represente K-

- oV, b ne peat pas
etre vulle en meéme temps que T pour 2 =F#, puisque si V était nulle,
dV

L

on aurait a la fois V—o et == ¢ pour . ==F7, ¢¢ qui est impos-

sibie, n® Il. On ie voit encore par Péquation (12)

L'équation {12 prouve ausst que J'T ne peot pas ¢tre uulle en
meme temps que T, puisque alors TSV — VAT serait nulle. tandis
quau contraire on a toujours, en vertu de nos hypotheses,

TdY —VJST > o.

A cause de T'= o0, cette megalile se redut a

— VJT > o:
. _ gl . - . :
amsi quand T=o0, JT ou T~ @ un signe contraire a celur de V.

L EoF - ” & I.fr[- . L B
Dailleurs Véquation (11) fait voir que i sera ausal diflévente de
Jr

zeéro et d'un signe contraire & celur de V, si 'on a pour chaque va-
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leur de .
-:4"1;;

GKN 4+ p*— K © > 0. o

el

Lu admettant cette nouvelle hypothese, toutes les fois qu'on aurs

I'= o pour un systeme de valeurs de o et de m, les deux dérivees
dT 4T s : \ .

— et — auront des valeurs différentes de zéro et de méme signe.
A R

Ly consequence. on pourra apphiquer a la fonchon T tout ce quon a
demontre dans les n®™ VIL . XTI sur les changements de signe de ¥

r

- oy N I _
enn sappuvant sur ce que les dervées —- el ont des valeurs dif
P ax dm

terenfes de zero el de meme Fi;_‘;:m , toutes les fois que V sévanouit,
Puisque T jouit de la meme proprieté, on en conclura successivement
comme on Fa fait pour V, que T change tounjours de signe en s'éva-
noutssant , que les valeurs de 2 qui annullent T décroissent progres-
sivement guand m angmente, et que si T est nulle pour r=X ¢!
pour une valeur particuliere de i, T acquiert pour une valeur de .
unr peu plus gruufiu un nouveau changement de signe pres de la |-
mite X,
De la vesulte le theorcme suivant.

ANV

Sorent les équalions differentielles

fs_(l.-:.' ax )
arxr

L@V =,
da. (E' ff;;-)
e -+ GV = o,
d. (h 'f‘"’)
ﬁ:_-"- +. G-‘: : l-.,

dans lesquelles les fonctions G, K', cte. remplissent les conditions
¢noncees n° XL Sait p une fonction de x telle qu'on ait pour toutes
les valeurs de x comprises entre les limites x et X,

20



152 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

- odp
N\ . K" ap [
F —F'}i — e PR e
!
GK + 7 — h ;f” = 0,
7 pouvant se redulre 2 une constante,
. "i."' VY . .
Silon a pour x=x, — gy z} N ,la fonclion
f—— -1 lr.""n- o }\rt_!; —+ f""-r
V' 1 V" doit sévanouiretchanger de signe autant de fois ou pl
WY ——-{.-!u doit sevanouirelchangerde signe autant de lo1s ou plus que
.d"i-"
K’ - +p‘, , entre les limites x et X, et chaque valeur de » (qui an-
Ca ol

nulle K’ dv -l.—',rﬂ' est [:-]I_h grundﬂ que la valeur de x de rm nie rang
dr

{

+,r‘t"

. . - - E"‘ 'H'r,r
a partir de x qui annulie fh

. . oy . ) ]
En outre, s1 K e +Iu1* a loujours pour x =x un signe constant
i

dV’ " ﬂ"
qui soit aussi celul de K- = —+ pV' et de R” r o 1 pY pour r=

- v 4 ' .
et 51 la valeur du rappaort Fp pour x=x, etant d'ahord f:gn]u
R dr + Py

V' . ‘
a celle de -—rmme— quand m=m', augmente ou du moins ne di-
"—— + pV

minue pas qu:md m augmente, et devient egale a celle de -
K" +pV’
quind m = m", 'excés du nombre des changements de signe de
K" :1”*' " p’ sur le nombre des changements de signe de K' = AV A
cutre h:.q limites x et X, est précisement égal au nombre des C}mngu_

) . . dY r v w9 . )
ments de signe queprouve la fonction K ——-pV ou l'on fait =X,

lorsque m croit depuis m' jusqu’a m”,
Remargues. —- Quoiqu'on ait suppos¢ pour établir ce théoréme que
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. . T . :
la tonction K — ~=pV¥V ne change pas de signe pour x==x, el quc

dx
aV’ re
-} i o ¥ 116 » Ty
g !r". ont le meéme clgne

| N o L

pir consequent K —— - p¥V' et K"
i

pour & = x, cependant la premiere partie dn theoreme a lien. lors
y A

t-l‘l. L

- R T T Y A i | }
meéme que les valeurs de K Fr__f_fﬂ et de K + pY" pour

a==x sout de signes contraires. En eflet, on a la facullé de changer
|.L,'. signe de la fonction V' par exemple, sans quelle cesse de verifier
equation differentielle

- :l'lj.':_ -E'- GI.\"-: _— .

et la condition

'\'ll' ‘*II_.
,.ﬂ“"-lll I "'.";'F'F R — l]ﬂ]]l' g == M

+ pY’ h"_!'_ —+ 'u".-"'

EJI T

| A

I

. ' . ' : -, d¥’ .
En changeant le signe de V', celui de K’ 1, -+ pV' est changé eu

L
meme lemps pour chaque valeur de & et en particulier pour x = x.
Chacune des fonctions V', V¥ et V peut avoir pour x = o0 une valeur
positive, negalive ou nulle, indifféremment.
) d V'
» = - T ) . N . K . :
Sil'on a K" - 4 pV o pour x=x, le théoreme qui vient
d’¢tre enonce a toujours hicu, pourvu que l'on considére le rapport

v ; . . .
— — comme égal & — oo pour x =x (*) et qu'on ne lienne

K ——— -]-Jri‘qr'r

dr

Y _
(*y En eftet, on a 5 == 0 pour x =X el m==rm': or quand m

T . .. .
augmente, ce rapport (_\’) doit décroitre, et conscquemment devenir néegati
v
Y
ar + f

derable que m différe moins de m',

a pour x =X une valeur négative d'autant plus consi-

en sorte que =
]._u
K d
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. . I A
pas compte de la valeur x parm celles qui annullent K _5“_— -+ pV' en

. A .
s comparant avec celles outl annallent K° - —{—-fﬂ".
. T
i 1 .le":'h": v 1 — o e théore enheicte ot
S ona o ~+ ¥V = o0 pour x=x, le Ltheoreme subsiste eu-
Core e . G — e —— — a0 MO K =— X ot en tenant
OUe el r».up;mn.mt N ’ pot 1}
[
& - . rrI. fill'hl L r]
compte de la valeur ~ parmi eelles qui annulient K" —— 4 pV".
irr

. - . A A - L .
b s Von o a la fois K ) —l—I;J\ =0 ct K'= —[—Jfﬂlr '—=o0 poun
T iy
R LT e i *],;Lf"”" vV
=%, on doil supposer ausst constamment = 4= p¥ = 0 pow

¥ ==x, tandis que m croit depuis m" jusqua m", et il faut alors dans
Fencuce du theoreme n'avoir egard qu'aux valeurs de x plus grandes

i -[J'rlr"-'.r -+- IJ\”, Kr.l dav’ _+_ J[J‘i 1-_'I

que x qui annullent les fonctions K -
) ol dr

1Y i --J.'J"il-.
YWAVII

Un pent sans altérer les fonctions G et K dans l'équation. ..
AR

f l h
dv/ . | s g db
- -+ GV = 0, faire varier seulement le rapport de V a K T

o
.

. ~ . S . dp : :
pour 2 ==x. En supposant toujours GK4-p*—K 4 > o, le theo-

reme du ne XX VI se réduit alors au suivant, dans lequel les fonc-

trons ¥, et V, sont celles qui ont éte definies an n* X1,

(Y
Fi fe
5

sensibles depuis — % jusqu'a 4+ =, chaque valeur de a qui annulle

- dv

39 -~ —l—p‘i' augmenle continuellemenl en passant par foutes les gran-
da .

1 lon tat eroitre la valeur A de

pour x=x par degre.ﬁ. e

deurs comprises entre deux valeurs de o consecutives qui annullent

- odY, i .
K —-4-pV,: quand hA==o0, on a les valeurs de x qui aonullent

K4V
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NNV

il est aise de voir comment on doit modifier le theéoreme
e NNVE, st Fon remplace les conditions énoncdes pour la limrie
par des conditions ﬂ.‘l.’l]:}guc& pour la himite X. Nous we donnerons i
aunne partie du nouvel cuonce.

Sowent les deux ¢quations diflérentielles

rl'"'l.. ’
d (h' )

el supposons tm.jm:r&

'|Il|

1Y
’
I

G'R - pro— K LT.!E = 0

ﬁ}
5| rr . BT r.!l & .
Il'h-'_‘_ IJJ — h 'I!I.I'IF ;} i1,
S1 Von a

Vo < AN

AT =T avT T pour e = X,
N de T Y Sl A

] I--;r 1'

la fonction K' = - pV" sevanounira entre les limites x et X autant

AN . -
g -+ V', et pour des valeyr.

de @ respectivement plus grandes que celles de méme rang 4

de fois on plus de fois que K’

partir de X qu: annullent K’ f?;l 4= pV’.

o e .
St 'on a K’ 7 +pV =0 pour x=1X, celic proposition sith-
' el L] . #_"’
siste pourva que on considere v—— comme égal 4 - o
K — o
JE.+-!ﬂ
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pour x ==X, el quon ne tienne pas compte de la valeur X parnu

. AN i, \ .
celles qui annullent K = + pV’, en les comparant a celles qmi an-
(.

A y
nullent K" Pl PV
[F v

1'| i ) ) ) | e
i ~-pV ' =0 pour ==X, il taul rirgardm' h_'-’f; —

P

.ol
Nt o a W
il.r

-+ lp"'(

comme egal 2 w pour x=— X, et compter la valcur X parmi

celles qul annullent V7.
§ “,."'-.-

SBE : : - A '
Sil'onaen meéme temps R — +pV'=o0 et K" - ~+ pV’ powr

r=12X, il faut dans le méme e€noncé navorr égard qu’aux valeurs
. . L dV L dV .
de 2 plus petites que X, qui annullent K = +pYieth —— - V.

XXIN.

Les theoremes des n® XIT et XV sur les changemeuts de signe de
V' et de V", nous ont donné comme corollaires les proprietés déve-
loppees dans les n™ XV, XVILet XVII En appliquant les memes
ratsonuements aux deux fonctions K %}-f—pﬂ'\"' et K" d:}l_ -+ p\o,
on deduira des n™ XXVI et ANVIII des proprietés de ces fonctions
tout-a - fait analogues a celles de V! et de V. Il sufliva de les

CIONCeT.

Ouelles que soient les valeurs de — — ctde —m—,

.0l pour X=X, soil pour x=X, deux valeurs de x consecutives quian-

L d N ; . . .

nullent K ; -I-p"-' comprennent toujoursau moins une valeurdex qu
o

i "fli'l !

i

annulle K +-pV", et deux valeurs de.x consecutives qui annul-

T i

f 11"" ¥ Ly .
lent R ‘—d - pV" ne peunvenl pas comprendre plus d'une valeurde x
I

| AV ,
qul annulle K - +-p1"r .

Admettons maintenant qu on ait a la fois



PURES ET APPLIQUEES. 137
Ve > AN .
L G pour X =X,
VT
V' = ‘Lr -
r“;"_—'_ = T —— pour r=— X.
R dx +p R dz ey

Alors la #*™ valeur de & a partir de x qui annulle b’,_' " == pV, est

plus grande que la rd™ valeur de a qu annulle K" v

-ﬁﬁ‘lr et plus

pELi1t=. qu"um_-. sutre valeur de o qui annulle K" r‘f _l-!u'qr'“ dun
i !

rang marque par n—=-¢ (a partir de x}, ¢ r]é--j:rn;mt combien de for-

re dY ;
K* — 4 pV" s'évanouit de plus que R’ = —|—p‘. entre les mites

X l:'l K.
dyve

En pacticulier, si e=1, cesi-a-dire si K"~ -4 pV" ne s’annull.
.

. L. . il
quune f{ois de plus que B ;
i n

1"

= pV' entre x et A, chaque valen,

i.
—fv‘rﬂ tombe entre la valeur de x de mén
vaug a parlir de x qui annulle K" f -—}—p"f “etla valeur de » 1m-
1L

P A
-+—_,u"r ' de sorte

dz

le & qui annulle K’

mediatement  supérieare qui annulle aussi
que les deux fonetions KY tﬂ —f—-lrﬂr” ct hjrﬂ —+pV' sevanouissent
P'une apres Pautre altm'n:iilwfrm'_*ut, tandis que . croit depuis
jusqua \.

Si 'on prend entre x et X des valeurs a et b, H"' fﬂ' — 4 pV™ e
I.]lt'!uT._?'E;'.[itlij.lft‘ entre les limiles a el f qu une ﬁ:u:: de moins que

AN : Iy
[ [ L] & . g
K dr h’r—;ﬂ ; dun autre eoté K e __u‘q, Sévanouilentre les limites

"r . .
aeth au Eﬂm clois de f]]ll*-l[]ul_ K' — = ;ﬂr 'Lmlf-;cquf:mnmuf s eniry

deux valeurs de & consécutives a4 et € ¢ jut annullent K ‘v +p¥Vilne
dr

e . R T" .
peutexister plus de ¢ valeursde o r‘[lll"lﬂﬂl]]]f_.ﬂlK- 3 ],ﬂ St Von avan

A re
L ) R TlL M f'l;
K e -1~ fﬂr = 0, €n meme temps que K™ — = p"‘. 0, pom

dr
War 151G
') {1, 21
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eV ' 3 - :
« ==a ou pour x=6&, K’ 7+ pV" devanounirait au plus -+ — 1 lois

entre a et 6, sans compter son évanouissement pour x ==« ou pour
e dV L 4V
r=0G. Et 51 K - tpV' etattnulle en méme temps que K' - .-_hJJR
L
pour les deux valeurs « et £, il n'y 'H_:]‘:t't au plus que s+ — 2 valeurs

de a entre = el ﬁr{m ammllf*-:alent}[' — +£J‘Ir"

W s s i " -!"-i“I"‘rll i -.rﬂ”h' I P e —
St Pona K Ea—f—fﬂ. =0 ou K - -+ pV¥V" = 0 pour x =x ou

: i Ly . w = d-ﬁllr r
pour x= X, ou st l'on a ala fois K'=— 4 pV = o et.....

il
AV
dzx
cedentes subsisteront, pourvu qu'on ait égard aux remarques qui ter

minent les n™ XXV o XXVIIIL.

I f &
K —— = pV" = 0 pour & = x ou pour x=1X, les propositions pré-

XXX

En observant [{u'mn a

. l:!r (E id 1’
K fﬂ,. K d
d, dr dr ( )

ot

'V
d.(K - J
h’ﬁ” v ( dr
:ﬂ'.rk f:a."ir I'\dr ) dx
m',-— (I{ ff‘.f) o

ks

on peut meltre I'équation

'V
il \
(h .:!'r)

-+ GV =o, a5

sous les deux formes suivantes :

1Y r-, 9
J(“ﬁ) ](ﬁﬁj
o - i - .
Z\v /) +e+l =0
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d. -\ . V 1y
Eﬁ(ﬁfﬂ.‘ = G (ﬁ’ﬂ) =+ K (*)-

dr i

i |

L voit 1o que 51 la fonction G est pmitiﬂ;u comme K entre les 1i-

A"
1 R 5;
- Ll ' . M ' = &
miles v et T{J =\ % est constamment négative entre ces hmites
[FiA el
i MY - ‘ . . .
el - 7 | positive, et par consequent en faisant croilre x d-:pun«
i hh‘-
. dx-
iy
K-
Lojusqua A, la fonchion ~ diminue continuellement et A
K
iir-_l
augmente.
Quand x en croissanl atteint une valear qui annulle V, on a simn-

5 lﬂr. i 1|‘ - I L] { . A B I"
plement =\ = -, d'oit Ton conclut que lors méme que b
Ax av K’
. K €

il

Y- Awnst en [aisant

Y
h ar I %
— L == =
- - I\
¥ 2 K2
A
Fequation
A"
H.{H “”)
L -
—_— Y = . !
dr T 1
se transforme dans les deux suivantes
dy . I dz . I
- ir 4+ — 9* — i — = a7t e
e 4= i ¥ 0 ( g R

jw'on peut reciproquement ramener d Véguation (1), Ces derineres venleimuen
comme cas parvticubier Véquation de Hiccan ; on peut leur applijuer fes transfon
mations dont I'L:-.'lum'n_:-” (17 est suseepuble et gur seront il uees dans

n® AAKV.
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v

v

"

V s'évanouit. Cette propriété quon a deja remarquée n” 11, nest pas

]

wWest pas positive passe toujours du négatif an positif quand

particuliere a la fonction V; car en général, lorsqu'ane fonchion f{a)
L] ® LI . s r.-:.?..ﬂl 5 s
d'une varable & s'évanouil, ic quotient 1‘:’ passe du negauf au po-

I

sitif, _fii} ctant la fonction deriveée de f (o).

- IV
(Juand ff

Pil‘-’.‘-i!’. Lol I
X

devient nulle pour une valeur de a, —v

vanouissant du positif au négatif, si G est positive; donc pour cette
valenr de @ qui aunulle % , V a une valeur maximumn soit positive
soit negative , puisque pour les valeurs de & un peu plus grandes que
celle-la “;1‘7 prend un signe contraire a celu de V et que pour les valeurs
¥

2 le meme signe que ¥, ce qui indique une
a1 bl :

de > un peu moindres,

valeur marimum de V. On peut encore le reconnaitre en ecrivant le-

quation (1}, ains

v dR daV R
H" = ll-sr —_— kg
dx* + dr o +
. . . d dV v 2 un Sene
G etant positive, on voit que quand ou a -~ = 0, - @ Ul sige

contraire a celui de V, ce qui est le caractere d'une valeur maaimam
de V. Cette fonction V ne peut donc point avoir de valeur minumnwn,

AV

quand G est positive ; elle deviendait minimum , s1 - s annullait pour

ane valeur de 2 qui rendrait G negative.
AXXI
Désignons par p une quantite constante ou une f:::nlctiurf de x
qui decroisse continuellement, tandis que x croit depwis X jusqua

L dy
\. En supposant toujours G positive, la fonction —— = p ou
dv i
CE 4 py
R dr r

—— doit, dapres ce qui précede, decroitre a mesure que x

angmenle , aussi long-lemps que V ne s'évanonit pas, Cette fonction
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ne peut changer de signe quen devenant nulle cu inlinie, Elle devieut
ifinie lorsque V s’évanounit; alors elle passe du negatif au positif, Elle

: dV : :
devient nuile quand ona K- + pV =o0; on ne peut pas avoir en
dr

"
e

4 i . dV
meme lemps ¥V z=o, car alors on aurait V=o0 ¢t K ;- = 0 pour it
o
meéme valeur de o, ce qui est impossible. Puisque la fonction
dy i
k -+ ph

i ; ) . . .
décroit, tandis que a augmente, elle passe quum] glle s'e-

.\‘II'I
vanouit du positif au negatif; puis & continuant a croitre, elle décroit
mdeéfiniment en prenant des valeurs negatives de plus en Irl[li conside-

BAY .
. " . . el .
rables, jusqu'a ce que V devienne nulle. Alors — v devient
infinie et change de signe en passant de — 0 4 = ; et o conti-

nuant a croitre, elle recommence a décroitre et prend des valeurs po--
sitives de plus en plus petites jusqu'a ce quelle sevanouisse de nou-
veau; apres quoi elle devient negative jusqu’a ce que V sTannulle
dV

de sorte quen genéral les deux fonctions V ¢t K ;
i £d

—+pV sevauouiss
sent l'une apres Pautre alternativement pour des valeurs croissantes
de ..
Ay
k ; }- pV

= ¢ a i . i1 B

I'n consequence, si la fonction — v ost postlive pour ae
et pour x=X, tandis que x croitra depuis x jusqua N, elle ne
pourra changer de signe qu'un nombre pair de fois, en passant d'u-
bord par zero, plliﬁ par I'infini. et ensuite par zéro el par {nfinm

: . . A ; - . .
alternativement. Les deux fonctions h‘:.f -+ pV et V devanouissent
€
done I'une apres 'autre tour a tour un méme nombre de fois, el cest
dY . < g . ‘ y
K=~ —+ pY¥ qui s'évanouit la premiére.
av .
K- 4 p'k
. dx . o ,
81 ———————— est negative pour x=x el pour x=X, les deux

V
. i AV I . o
fonctions V et K - —+ pV s'eévanoulront encore entre ces limites
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nu meme nombre de fois et toujours I'ane apt‘f_:a' Fautre: V s'evanouira

Ia I'I]‘EEII:I[EITI'E_‘..

. dv
F’*—f + g
. dr o — -
S v a une valeur positive pour xr==x et uégalive pow
(- pV Sévanou o . que V entre les
r=2\, R H—-F;J\ sévanouira une fois de plus que entre les li-
I

mites v et X : dailleurs ces deux fonctions s'annullent toujours | une
1 _ B C ,
Apres Vautre alternativement, et cest R i —}-;ﬁr qu! devient nulle la
fe

premiere.

AV
Koo 4 pV
. - . X ¥ . e 5
Falin, s . % ¢st négalive pour a == et posilive poul
- r.!'llr . 5 - 5 - . . 3 11 Y t1 ] i ) l
r=\, K il o pV s'évanouira une fois de moins que v entre les -
i

mites x et X et ¥ deviendra nulle s prennere.
Dans tous les cas, denx valeurs de v consécutives qui annullent Iane
. . B - I"!I."'l N ] B T 5 3
de ces tonctions Vet K- 4 pV comprennent toujours entre elles
elx
une valeur de x> qui annulle 'antre ¢l nen comprennent quune,
pourva que {x soit pl}hitive el que la riu.‘mtité p n’augmt:ntﬁ: pas quumi

x E:ll;_{II'I]{.'lITET.

AXXIL

Lorsque G changera de signe entre les Iimites x et X, ou que p ne
A
K —
) ) _ . . AT

S0rG pas constante ou lonchion decrossqntle de X, la f't.‘rnctmn—v- -t P

pourra taniél eroitre, tantot décroitre. Commme en designant par a et
& deux valeurs de o conséculives qui annullent ¥, cette fonction

TR
k —

ax - . - = 1 v R -,d Th ]
—  —F p a toujours pour les valenrs de & un peu plus grandes que

« des valeurs ]'i{}.‘-'.i'.';.*-,’tz tres gl‘.'ﬂlli{'i ¢t pour les valeurs de a un peu

plus petites que € des valeurs négatives trés grandes, on voil que la
JY

fonction K e o V changera de signe une fois ou un nombre impar
e L !

de fois entre 2 et €, et pourraméme en outre s évanouirsans changer de
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. 1 Lk - !l!ll.l . .
signe s1lon n'a pas constamment GK~-p*— K f—f‘%:} o, Un vortausst que
A
b — LpV
ot la quantité —%%
quanlite -

est pu.f-;iih'n pour une certamme valeur e oo

~ay . ) . - ) ) .
K — —f—,-'ﬂ changera de signe une !o1s ou un nombre un[}enrd:- bons e
ar o I
Mintervalle L.'UEI:I[.]I‘i.‘:I entre cette valeur de o et celle immediatemer:
T - ¥ - !:I!r"-l
superieure qui annulle V, et que K-

-+=pV ne changera pas de signe

o
uu en :;hangf:ra un nombre [‘mir e fois dans 'intervalle COMpils entry
la meme valeur de x et celle immédiatement inférienre qui annnll
AY .
Ko— 4 V¥
] T . i N . .
V. Lieverse aura lieu, si - - est negalive pour la valeur ce
r que l'on considere.

XXXII.

G étant positive, si Pon remplace p par une quantite o Constanie
I s I Fl i P,
ou fonction décroissante de & qui pour chaque valeur de x =0it un pen
q q F
plus grande que p, les valeurs de qui annulleront la tonctior

dy 7 . . RRTI -
K = F P,V seront un peu plus grandes que celles qui anvullen

1V , . ,
. :ﬁ —[—F‘a » puisqu on a pour t}mn[m: valeur de » .
AV LV
h — K —
.|'.||r'l. dI

v "'j—' J'"'I.u' ::" -'ih_ —|"— Iy

et que ces deax fonctions deécroissent U'une ¢t Uaulre quitid & aupe-
mente. On peat au surplus appliquer 1ci le raisonnement du n NI\
Si done on prend successivement pour p des valeurs constanies

croissantes depuis — o jusqu'a w0, ou des fonctions de = de plus
en plus grandes qui décroissent tandis que . croit depmis x jusqu'a X,
dV

chaque valeur de qui annulle K ;_E-—{-p\' doit augmenter en menn

i
temps que p, sans cesser d'étre seule comprise entre deux valewrs
x consecutives qui annullent V ; celles-ci repondent a p-— ==, e
'y . : . .

. I‘EPGI]LEEHI i =0, Chaciape o U

e

vend V maxrimion (n® XX\

valeurs de =+ qui annullent
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XAXNIV.

(bn a suppose depuss le n® XAX, la fonction & positive L"[- p egale
% une constante ou 3 une fonction de a qui déecroit, tandis que x

. | .
croit depuis x jusqu'a X. De la résulte GR 4-p*— R L~ 0. Celte

dr
condition (14), la seule a laquelle p hil assujettie dans les n® WXV...
X\ I\ étant actuellement remplie, en supposant G positive et p cons-
tante ou fonction décroissante de x, on peut combiner les proposi-
nons de ces n® ANV...NMNIX avee celles des n* survants X AP,
A\ AN et ANNII et en déduire de nouvelles conséquences qu'il nous
parait superflu de développer.

ANXAY,
o differentiant })11:-':_&“‘2; fois ﬁ?quatiﬂn 1 -:ipI‘i’.‘Fu 'avoir ecrite ainsi ;

-V dk 4V

L] r —
K dz* dr dx + GY =o,
. . . ay 'l
on obtiendra pour toutes les fonctions ——, ——, ete.... des expres-
dr? elx
. : dV . , _
sions de cette forme () 'H:_l_ RV, Q et R etant des fonclions connues
] ]_-l', ¥ ) - ]-. -IT- :I- 1'_- -I"-iil“l'll ﬂ."‘||"r l! . d ]
de ». Par I"ﬂ["l!'-:t"f]l_]li_llt, 1 101D mua lp 1€ iy ! el elc. par des tane-

tions de @ arbitraires , la somme des produits pourra se reduire a une

. il o .
expression semblable M i -4- NV. En la mettant sous cette forme
.

My, dV KN (% . S 1 . :

7 \K - - _!'»'I_\r;" el farsant - = P» on pourra lur apphquer

les diverses propositions démonlrées précedemment sur les change-
A

menls de signe de la fonction K~ -+ pV, pourvu que p remplisse les

conditions enoncees.
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ANAVL

tn peut déduire de la théorie qui précede un grand nombre de
consequences. Lelles que nous allons developper suffiront pour faire
comprendre le sens et 1'1153{_1{: de nos théoremes,

Soit donnée V'équation

o'l U - _
IJJIJ+11d;+hU:{}j 1:1;';.;

ou L, M, N sont des fonctions de & données entre deux limites x et
X. On pent la transformer dans la suivante -

d,(ﬂ dﬂ)
— .——I— +— GV =90, (16!
iT J

en faisant

] — &Y.
f ¢tant unc fonction arbitraire de .
En effet I'équation (15) devient en y remplacant U par §V .

ERASE (L4 MEY (L M E +N§) V=0,

et on la rend identique avee Vequation (16), en faisant

dl il M

Kazr — 240 T 1>

[ A*é M s N
A=t Nt

G
_ | [ I.¢
On tire de la
[‘:\mr
T
h = [*.¢ , [
puis
/'*xw-
; h /gy ¢ o i 5 L Fe ddh A .
¥ = i "‘ - _— —.F —
{ I.a\l dz’ '{"I;f:_f'n'ﬂ) : L ge Mz 4 N :]
"Wl Mhlde YW A
__Ng r/ '-'I-‘J:i(f" f'[-_dﬁ N LM a3
— L ‘ - fe T _L'EE)’

Mar 1536 i
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ou enling,
-H'|.-1: j":"r"-ali
1 1. g
M4 - : il a "
N -, B .- .| & .=l W)
G B +EI dr |:: dx/ v
Ou connait ainsi les fonctions K et G {17) et (18) dans la nouvelle
equation {16} qui rrmp!au* I'equation (1.5
S1l'on pr end la fonction arbitraire 6 PUS:llL'N:‘ entre les limites x et X,
U et V s'évanouiront pour les memes valeurs de x.
En supposant =1, 0na U=V, et 'on retombe sur la Iransior-
mation indiquée au commencement de ce mémoire, a® ], pour ra-

mener I’équatiuu
|:-| / i 1\- . .
LJIEJFI—M ;_r FNY =—=o

|!".'1.T
\
d (h -tf )

Par cette transformation, l'équation (15) peut toujours elre preparee
f.!'L

a la torme

4+ GV = o.

. Elle est alors

d (Li | (1)
- NU = o.

de telle sortle {{u'Du at M=

En y faisant U=1V, pnur la transformer dans celle-ci

4+ GV = o. (16)

att lrouve

(*) La variable indépendante est la méme dans 'équation {1g) et daps sa trans-
formée (16) ohtenue en faisant U =4V, On pourrait encore ramener lequation
(1g) a une autre de méme forme qui renfermerait la méme fonction U en prenant
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dy/ L

e g _ o . 1 I . —
51 Yon prend en particulier § = T ot ol = =", on aura
R=, G:EJ———j—.d.Lr._.E‘, LT:L_} (0]
I v L dx’ VL o
et par ces substilutions I'équation proposee
Al
ri(I. )
tf.ll' 1T %
& + N =0 1a)
sera remplacee par celle-ci
N _ .
= + GV = o (21)

que nous allons considérer.

XXXVIL

Huppﬂﬁﬂuﬁ que la fonction G soit P{:.ﬁilh'u pour toutes les valeu-
de a croissantes :.it:pujs une valeur @ jusqua une autre &.

¥ ! L] =T ’ : . . . -

Prenons une coustante G f,galc ou 1nférieurc a la plus petite valeu)
de (z dans 'intervalle compris entre a et b, et une autre constante "
egale ou supérieure a la plus grande valeur de G dans le méme inter-
valle, et posons

d 1‘:".

:EF —|— [‘r 1! —_ ( J
V" R 13
e + {:l T\r —_— U}, |

une nouvelle vanable indépendante z dont x serail fonction. Car cette cquation

il . L dl dx

. R N — ).l = o
dz l {\d.r) dz + (ﬂ") .
dz

(19} deviendrait

Y

e a . : . : . dx ar
31 pay mumple- nn determine = de maniere qu on ait i = L ou dz= T |
iz .
quation {1g) deviendra
dL o
L LN U — o
I'..’.l'."
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LCes denx émmtiﬁnﬁ lineaires a coefficients constants H'iiiti*grerlf et

donnent
v: — E' Hi[l '{‘T 5\ ﬁ' + EI) ’ \r.'rr — [:l.- 51':1 . '::-J' \ ﬁ'f __|'_ {_"J}.

: : dV
Quelles que soient les valeurs de V et de -~ pour x==a«, on peut
%, i

- s - '] ! al i p "
toujours prendre les constantes arbitraires ¢, ¢, G, U7, telles quion
ait pour xr=ua

Hr lli._l i Ii 'i._.' “ﬂirT i d"l'l
dr > dr dr << dr
Vi = vV YT = v/

it que T ot V" aiﬁnt pour r—4a, le meme ﬁigm-: que V.
S1 'V était nulle pour x=a, on prendrait

V' = (Vsin.| (x —a)\ {T' , ¥Y'=U'sin| {x—a] VG |
alin d’'avoir aussi ¥V '=o et V'=o0 pour x =a.

Cela posé, il résulte du théoréme du n® XIl, que la fonction iu-
connue V g'évanouira entre les limites @ et # au moins autant de fors
que V' et au plus autant de fois que V".

Mais le sinus représenté par V' s'annulle pour une suite de valeurs

. - W g q 2 ™ . .
de x equldlﬂerentcs dont la difference conslanie est 7 V dot done

.
s'évanouir entre @ et &, au moins autant de fois que l'intervalle & —a
coutient -~ ou auntant de fois quil y a d'unités entiéres dans
V' G
|Ifl —a) VJ'.'_;

. On verra de meme que Y doit s'evanouir entre ¢ et £ an

(b—a) V' G’

s
Conséquemment , Jorsqu'en prenmant lintervalle £—a de plus en
plus grand, le produit (b—a) v'G' deviendra plus grand que tout
nombre donné, V s’évanouira pour une infimite de valeurs de & crois-
santes jusqu’a l'infini. Cest ce qui a lieu toutes les fois que G ne dimi-
nue pas jusqu’a zéro , tandis que x croit depuis une valeur a jusqu’a
Vinfini; et lors méme qu’en faisan! croltre x jusqu’a l'infini, G dimi-
nuera jus.qu'ﬁ a, ¥ pourra encore s'eyanoulr pour une mbinite de

plus autant de fois qu'il y a d'unites dans
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valeurs de x, puisqu’il suflit pour cela que le produit (b—a)\/(}
augmente indeéfinment en méme temps que 'y
On peut prendre la limile 6 assez rapprochée de a pour que l'inter-

valle & — a soit plus ]::-L‘ﬁl. que Alors st pour x=a et pour

o
x==>b, V a des valeurs de méme signe, V ne s'évanouira pas entre
les limites @ et #; mais si V a des valeurs de signes contraires pour
x=a et pour x =25, ¥ s'¢vanouira pour une seule valeur de x com-
prise entre a et b,

La principale difficulteé de la reésolution des équations numeriques
est, comme on smt, dassigner des mtervalles qui ne comprennent pas
de racines ou qui n’en comprennent quune. A 'egard des équations
V =0 qul nous occupent, cette difficulté est réduite par ce qui pre-
cede, i celle de déterminer le signe de la fonction ¥V pour diverses
valeurs de a suihsamment rapprochees.

Nous allons donner dans le numére suivant des formules pour de-

terminer apprﬂximativﬂmcut les valeurs de & qui annullent V.
XX XVIII.

L intervalle b—a étant pris plus petit que V:_" » 1l ne peut y avoir

entre @ et & qu'une seule valeur de & qui annulle V., il sagit de déter-
miner cette valeur, si elle existe,
En posant les équations différentielles

GV =,
dv" — (22)
s ~+- [‘r "4' —_— 0,

on peut prendre pour V' et V" les expressions suivantes :

o o ~ . - ,
" — F'I“'li"r —'iIJj\/G —_ EJ: ]

: . _— . 25"
V= Csinf@ — av@ — ¢, 1

P

¢, C" ¢, 1", étant les constantes arbitraires, On peut d'ailleurs suzp-
poser les arcs de cercle ¢/, ¢, compris entre o et 7.
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On doit, d'apres le theoreme du n® XI1I, remphir les conditions

d V' dv dy d¥
ir > & dz < 4= -
Vo= el VI oa— pour x =,

Or les valeurs (23) de ¥ et de V" donnent pour x = a,

A dV
dr 1 G dx vV G
r_..' — I Et. T —— _— n ¥
¥ tang ¢ W lang; ¢

Fn rir_:..c:ign:ant donc par p la valear {pr}aiti\:t ou negalive"l du rapport

v . . .
v pour r=a, 1l faudra qu on ait

il
rFI:I'.'
_ V& > Ve <
tang o= 2 tang:" = )u'

n tire de la

-

tang ¢ -~ p VG, lang t" i — pVG", {24)

= ’ 3 " ! H ! -1 ] ) v 1 ]
pourvu toutefors qu on prenne t,mi_:e‘ el tﬂng fd'un s1gne contraire

a celui de p: les quantites £ et ¢ doivent d'ailleurs étre comprises
entre o et 7.

On voit d’apres I'expression (23) de V' quon aura la plus petite va-
leur de o immédiatement supérieure a2 @ qui annulle ¥' en posant

[ —~— a) VG — ¢ = o,

dou i'on tire

L4

i

X = d A =
Vv s

de méme la plus petite valeur de au-dessus de @ qui annulle V7 esi

!I:l

i =+ Lfl.'_}'-

(Cela pose, s1 T'on designe par Z la valeur de x 1mmediatement su-
peérieure a d (ul annulle la fonction ¥V, et st cette valeur & ne sur-
passe pas b, on aura en vertu du théoreme du n® XI1.

F < - f{-,-,; E:‘-‘”-F--—T—,-- [25)
V U
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F= ¥
'

Les quantites £, ¢ comprises entre o ¢l 7 elant déterminees par Jes
» Teve £ £
formules {a4).

Atnsi P'on connaitra deux limites entre lesquelles sera comprise 'in-
connue g, pourvu que £ tombe entre 2 et &, comme on I'a suppose.

S1 ces deux limites ne surpassent pas b, on sera certain quil existe
catre elles une valeur de = qui annulle V; cette valeur designeée par
= est d'ailleurs la seule entre @ et § qui arznulle V.

S1la himite wnférieure a — s

VG

passe &, on en coanclura fque b
tonction V ne s'évanouit pas quﬂm] a0 croit Lit‘plliq ff jl.il.‘iql.l:.:i b.

. _ , ;
Mais st/ est comprige entre @ 4= — et a4 - —  on sera dans
V G VG

Falternative de savoir si V sannulle pour une valeur de x COMpris:

II: " - . ]

entre a - :l_: et b, ou s1 V ne rjh:mge pas de signe dans Vintervalle
de a a b; la question serait déeidée <1 l'on connaissait e stzne de ¥
pour J:':ff, ComIne pour x == (.

[.es formules (24, 25) sont relatives 3 la valenr v plus petite que L
racine cherchée =. Un peut ¢tahlir des formules :umlﬂgm:f; qui se

rap-
portent a la valeur 4 plus grande que £.

On presente les valeurs de V' et ¥V gui satisfont aux equahons (22),
sous celte forme :

U osin, (x — 6) VG 4 o

]

C"sin. (x — ) VG" 4+ "',

¥’
v

|

On remplit les conditions

dy d W V" '
dv << dr dxr > dr .
Y — V¥ T — v Pour ar=h;

orl }jrt:rlani

o

# - Sl r <
tang ' 7 g VG, tang u" - q\VG",

{3{}}
7 desigue la valear de s pour x=04; tang «' et tang «" doivent

dx
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avoir le méme signe que g, et I'on prend &' et «' entre o et m.
I.a valeur de x immediatement inferieure a b qui annulle V' est

& i

L . i b

h — —— 3 celle qui annulle V" est b — —
vf{_"ﬂ_n’ r q v,"(_:rr.l
par £ la valeur de x comprise entre a et b qui annulle V, on a, dapres

le n* XX,

. En designant toujours

bl u' -~ r E 3
F > b — o, et < b - —. (27)
- VG : v G
Si ces deux limites ne sont pas moindres que a, on sera certam
quil existe entre elles une valeur £ de x qui annulle Y.
. - ;o u" . r
St fa limite supéneure & — v est plus petite que a, V ne pourra
("
point s'évanomr entre a el .

. - . 78 e .

Enfin, s1 « est comprise entre he—e —— et b— —=, 1l pourra

Vv G VG

. T y .
se faire que ¥ sannulle pour une valeur de x comprise entre a et

h'” ' t _— 5
b — V__ , ou bien que V ne s annulle pas dans 'intervalle de @ a 0,
G

on décidera la question si Ton connait le signe de V pour xr=a¢
comme pour X —o.

On peut donc par le moyen des formules (24, 25, 20 et 27)
lorsqu'on a deux linmtes a et 6 comprenant une seule valeur
de x qui annulle ¥V, déterminer de nouvelles limites @’ et &' qui
approchent davantage de cette valeur £. Pour faire usage de ces for-

-

mules, il n'est pas néccssaire davoir la valeur exacte p de ;_: pour
dr

x=ua; il suffit de connaitre par un moyen quelcongue une valeur
Plug putitu que p ¢t une aultre p]u:@ grandﬂ que p. [l en est de méme
i_"U“'I' |'l'|.

On obtiendra de nouvelles valeurs encore plus approchées de £ en
appliquant les mémes formules { 24,...) aux limites a’ et &' qu'on
vient de déterminer; il faut pour cela calculer, sil est possible, des

4 ."r . i
valeurs approchées de g pour x=a ou pour x=0', et prendre
dzx
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deux nouvelles constantes ' < G et G" > G dans 'intervalle compris
entre a’ et 0.

AXXIX.

Prenons maintenant pour les limites a et & deux valeurs de & cou-
secutives « et & qui annullent V et supposons que pour x=a, on ait

Vi=o, V"=o0, en méme lemps que V=o.
Ty

En prenant la constante G’ <7 G et "> dans I'ntervalle com-
pris enlre 2 et 5, nous aurons

% s { el 1 gy . . T ALl
Vie=eCsin i {r=—a) VG, V'=C'sin.|[(r—a)\G If

D'apres le théoréeme du n® X1, la valeur € qui annulle V doit étre
plus grande que la premiere valeur de x au-dela de « qui annulle V"
et plus petite que la premiere valeur de o au-dela de 2 qui annulle V7,
d'ou resulte

w

o+
b'ﬂ—ﬂ:?v;f;;'g, g—ﬂ{:v“.l

et par conséquent ,

-

6 — a —
Vv G(E)

l:'.J.H:I

£ elant une cerlaine valeur de x comprise entre « et 6, et G(Z) la va-
leur de (; correspondante a x = E.

On a de méme, en désignant par 9 la valeur de x immédiatement
supérieure 4 6 qui anoulle V,

¥y — 6 = ——, E éant entre § ety.
V ()
Supposons que G diminue continuellement jusqu’a la valeur » . landis
que xr croit L{E'[_‘luiﬁ rIqu.:.‘lu’Ei .r":rI et solent a, 5’ p fes valeurs de o
comprises entre a el b gui annullent V; on a alors G(£) < G(Z) et
par conséquent 3 — £ > € — a: ainsi les différences entre ces va-
leurs de x consecutives comprises entre @ el b qui anuullent V vont
1 ' 3 .
en angmentant et sapprochent de la quantité —- qu't“”{rﬁ ne peuyent
Vo

depasser,

Blai 1336 >
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Lette proposihon subsiste lorsque G diminue jusqu'ala linite 2 tands
que 2 croit depwis la valeur @ jusqu'a A= . Dans ce dernier cas, si
la limite 2 de G est o, les différences € —e, 3 —€,... deviendront
plus grandes que tout nombre donne, quoiquil puisse exister encore
une infintté de valeurs au-delid de @ qui anpullent V.

On voit de meéme que si (x augmente continuellement en s"approchant
d'une limite A tandis que x croit depuis @ jusqu’a b, b pouvant étre
wntinie, les différences entre les valeurs de & comprises entre a el &
qui aunullent V diminuent progressivement et convergent vers

3

VoA

valeurs de x, comme on Fadéja vua plus hant n® XXXVII; el si G aug-

; 1l ensuit que st b=, V sannulle pour un nombre infini de

mente jusqu’a I'infint en méme temps que x, les différences entre ces
valeurs fimissent par devenir plus petites que toute quantité donnée

Ces resultats sont ﬂpp“cah[irq par Exempl{z a la fonction U donneée par
I'equation

i 1! 1ol n \
i il o (r-__ ;I)U = 0. ’
u’(r Fﬂ:) ' %)
- dr . . i . ATl
Ol B e (r‘;r." —--;) U = 0, 5

5 a u r .l .
qu'on rencontre dans plusieurs problemes de physiqueet de mecanique,
r et n etant des constantes. M. Poisson a donné dans ses mémoires
lexpression de cette fonction en intégrales définies.

La transformation U = L:j_l_ (n® XXX Y1) donne ici

v —
] == —— G = n.uh
[ |l|_.-"" T 4 _+_ ."i.T‘
el
'V I 41N 5 r
E' + (T‘j + - _"I:J_T) \":?U.

Lorsquon a n < z, G diminue continuellement en s'approchant de
ia hmite r*, tandis que x croit depuis o jusqu'a «o. V ou U doit donc
s ¢vanoulr pour une iafinité de valeurs de x, dont les différences con-
sécutives vont en augmentant et convergent rapidement vers la limite
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- sans pouvolr la depasser; de plus on a

€ 4= —

v
el
-

e,

-

F |
| e 8
|
A

= etant une certaine valeur de @ comprise entre « et € et CODSEqUEn =
75
ment entre & et a - -,
r

Quand on a z > £, & augmente depuis o jusqu'a r*, tandis que

. . dnme—1 . . . . ' g

croil depuis la valeur "/J'T— jusqua . V doit donc séva-

noulr encore pour une infinile de valeurs de & dont les différences
» " . Eil

diminuent continuellement et tendent vers ia constante Eltlit‘.ll!_'!éiln'-
r

passent toujours: on a de p]us

£ —a = ——— ———— i tombant entre 2 et € I

Lorsquon aura calculé a Paide des formules du n® XXXVIII, quel-
ques-unes des plus petites valeurs de 2 qui annuilent V ou U, les
tormules (30) donneront les valeurs suivantes avec assez d’approxi-
mation.

AL.

Il arrive [réquemment que, dans 'équation générale

a. ( I, fi-l: :}
£ . .
— | —
i Tt AU=o
qui devient
a=v T
g + G-’i‘ = o0,

en fasant

H I T 1 :H_H__ I LEV'LJ':.-""
V = [ \ L. el I:.I' — I-. VoL ! _.rf.r‘ Ln \1\-}5“! ’

o b . —— . . : .
les fonctions L., N, contiennent avec o une autre indéterminée

&
o |
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et qu'en faisant croitre r depuis une certaine valeur jusqu’a == =l
fonction G est positive el augmente imdéhntment avec r. Dans ce cas,
V ou U sévanouira autant de fois qu'on voudra entre deux limites a
et b, quelque rapprochées qu’elles soient, pourvu qu’on attribue a rune
valeur suflisamment grande.

De cette propriéte et de la deuxieme partie du théoreme des n®* X1l
et XV, on conclut encore que, si Ua toujours le méme signe pour une
certaine valeur de & quelle que soit r, et si 'on attribue a & une autre
valeur particuliére quelconque plus grande ou plus petite, cetle fonc-
tion U ne contenant plus d'autre variable que r, s'évanouira et chan-
vera de signe pour une infinite de valeurs de r croissantes jusqua I'in-

. . e \ . dU
fini, et d'apres le n° XX, il en serade méme de la mnr:hunL{Ir -+ HU,

H étant une quantité constante ou une fonction quelconque de r.
(les propriétes conviennent, par exemple, a la fonction U donnee
par I'éguation {29): elles auront encore Lieu s1 Fou prend plus génera-

lement

[, = I 4" Lete., N=n'"-4 4.,

[, n étant des fonctions positives de x sans r, [, o, ... dautres
fonctions de x tout-a-fait arbitraires, 2, A'... des exposants quel-
conques décroissants de méme que ¥, ... et A <. 81 I'on avait
.=y ou >y, U ne pourrait sevanour quun nombre himite de fois
entre a et b quelle que fut r, et en dounant a & une valeur particu-

liere, il n'y aurait qu'un nombre limité de valeurs de r qui pourraient

- .oy dl .
annuller U aussi bien que L d—;—PHL.

Dans les problemes de physique, l'indéterminée r ne se trouve or-
(hinairement r[u'au 157 o oau 2 dﬁgre' danus N et n'entre pas dans L.

ALL

Pour compléter la théorie qui précede, nous allons encore com-
parer les valeurs des deux fonctions V', V", définies par les équations

differentielles

Y’ :
et + Gf ' = u!‘
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av” nur
s = G"Y =0,
dans l'intervalle compris entre deux limites & et &, en supposant que

ces deux fonctions ne changent pas de signe dans cet intervalle, et
quon ait

dyVr AN
e dr
pour x = a, v =

G’ et G sont comme dans te n® X1l des fonctions données de a, telles

que G" est E}_ (.

Les fonctions V' et ¥ ne changeant pas de signe entre les limites
a et &, 1l est permis pour le but que nous nous proposons de les
supposer toutes deux positives entre ces himites. Car s1 V' par exemple
€tait négative, on pourrait changer son signe et la regarder comme
positive, sans qu'elle cessat de vérifier I'équation différentielle

d*V'

dr + GV = 0,
et la condition
d¥’ A
dx -~ dx
Irr_ —_ 1‘:-,.,. P{]ur f == (L

Considérons une autre fonction V donnée par l'equation difté-
rentielle

a*V 2T,
;f_“r_’+h‘| —= 0,

G étant comme dans les n** V1 et suivants, une fonction de a et d'une
indéterminée m, qui devienne la méme que G’ quand on fait m = m/,
la méme que G" quand m = m", et qui augmente quand m croit de-
dav
e e o
puis m' jusqua m'. Supposons en outre que la valeur de v
dY’

: : \ ax . . :
x = a, d'abord égale a celle de Sa quand m = m’, decroisse ou du

pour
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molns ue croisse pas quand m augmente et devienne ¢gale a celle
AN
dxr
Ve
Ces conditions élant admises, il ne peut pas arriver que tandis que

de quand m devient f%.gale am’,

e eroit depuis m’ jusqu’a m”, la fonction V s'évanouisse pour une va-
leur de & comprise entre @ et &; car dans ce cas V' s'évanouirait pour
une valeur moindre, ce qui est contre I'hypothese. V sera donc cons-
tamment i:ll.’_'."."-iiti"."ﬂ comme V' et V' entre ces limites a et b, etle
Ay
r a - u W “ . 1 & - T
v ne deviendra point 1nhni, Mais d'apres le n® VI, celte
AV
R & - . . . . .
quanbite dait décroitre continuellement, tandis (que /m au

t';lp]mrt

iy
hmuute :

dV' A
- . dx dr
ses valeurs extrémes sont v el TR On aura done pour chaque va-

lenr de [‘UIH'[_'!I‘iﬁE entre a et &,

A dy
dr _ dr
VT . V!

puis ci multiphant par la quantite posttive V'V"

oy AV ) . dY"
Viad — V@ >o
(In en conclut
ef Y
n".r ) (T”) } 0
Ve

cest - a=dire que le I‘HFE’H}I‘I Ve ﬂugmeuie tandis que x croil de-

- T " {f q _{ . " . o= Xy . A — . .
Flll:_-. £l jllhl:lu  LF, 2 dONC an hlll.!F'lﬂ!-.l! 1 - -‘! Illﬂl.ll J= 0O dura
-

constamment V' > V" pour toules les valeurs de o croissantes depuis
a jusqua b,

On peut arriver au merne resultat d’'une anlre maniere plus diecle.
Les deux équations différenticlles
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Ay’ {1;13. -
@ T

V" s T & Tl
o+ GV = o,

!

donnent celle-ci

Y ] ad v’ ol f-lhl‘l""”-l Il 14, JE FA |
v drs v det (G" — A
ou en
d iy d V' i ay’ — SN Ny Ty r
dr ~ (" A \ -.r.i';r,)— v GOV '51'
Par hypothese, V' et V' sout positives entre les limites « et l, et
Fon a " > G'; le terme 'G" — G VVY est done positif et F'on a

d y AV L, dv"
dr (\‘ dr \ -rf_r)} @
L. ) A AN
d'ou 1l suit que la quantité V" - =V g7 augmente, tandis que

Croit dt.']‘.]lli!—i f juﬁqu'h h. 81 done on suppose cette quantite prnui?iw:
ou nulle pour r = a, ce qui donne

1{‘!'1-'" g'f‘ﬁrf
i < &=
yio — 7 pour x = qa,

on aura depuis a jusqu'a b,

. dV° , AV
Va— Vg >o

d V'
pra (?) 0,

d'ou V'on conclut comme precedemment , que 7 augmente en méme

et par consequent

temps que x, et que s1l'ona V’ -; Vipour & = a, onaura V' > \"
pour toutes les valeurs de ux croissantes depuis a jusqu'a 4.

,1:7,— dimmue tandis que
croit depuis @ jusqu'a b, et quon a dans cet intervalle V' > V" 4

On trouvera de la m éme maniére que
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l'on a
riﬁ } '-T;“‘; — ,
,I;., = et V' > V" pour x = #,
au lieu de supposer, pour x = a,
v _ av
= eV TV

On parviendra encore aux memes conclusions, st V' et V" sont

Il'l.l”l'_"ﬁ en [I:I'l.f'Il'JE THITIPH P{HJ]" L — l"l, o }'.Iﬁl]f e — JIJ ¥ Pﬂllr‘i'u [']'[iyﬂ.i.l'.':ll'::h
dV' = dV" dV' = dV’

—_— = ¢, Ou —— . our Ja@ — h en
dr ~> dr pour x ' P ,

1n renn =
on prefne dr < dr

i

obhservant que le rapport v devient egal a celur des differenticlles

A A Tr T
==" =2 quand V' et V" sont nulles.

KLII.

On peut, parce qui précede, déterminer dans tout l'intervalle com-
pris entre deux himites a et b des valeurs approchées de la fonction ¥
definmie par I'équation differentielle

¥ TqT \
e —+ GY = 0, (ip“,.l
G étant une fonction quelconque de a, lorsquon connait les valeurs
av

exactes ou approchées de Vet de —— pour x=a ou pour x=10, el
que V ne change pas de m'gm.- ou demeure pnﬁitivn entre ces himiles.

A cet effet, on délerminera des fonctions V' et V" qui vérifient les
equations

d ¥’ . '

oy -4 GV = o, (

" EL — i |- .-:
e FEV=0, )

T
=l
w1

;' étant une fonction de + ou une constante |.}|L15 pﬂtiti’ que G enlre
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les limites « et #, et G une autre fonction de & ou une constante plaos
arande que (x.

(' intégr'{“rﬂ Ces équntiﬂus ﬁﬁrj en rf:mpli.us;ant les conditions

vy
A A ( (34)
_:.” : f::if' et V" i V, pour x=a, \

¥ etant par hypothese positive entre les limites @ et 6, V' sera aussi
nécessairement positive, et st l'on tronve que V" I'est encore, on anva
pour toules les valeurs de a croissantes depuis a jusqu’a 4

‘;*F { "' E'— "." } ‘_"H.

. v . . YV
En outre 5 diminuera et ST

augmentera, tandis que » croifra dan-
cel intervalle,
Stlon integre les équations (33) en supprimant les conditions (54)

pour v =« et les remplacant par celles que voici pour xr==<5.

A IV \

dz < dx LV o> v

v = £ . _
FAT dy pour a = I .':3 b
dy = .r?:{-' - < . ‘

F" = ? 'Et \" — ‘f " |

Dn aura encore entre g et b

. V V 4. . : .
d ailleurs v augmentera et T diminuera, tandis que . croitra depuis
a jusqu’a b.

On peul ainsi, en rapprochant suffisamment les imiles a et b of
chowsissant convenablement G” et G, déterminer pour chagque valeu,
de x entre a et b, des valeurs V' et V7 entre lesquelles soit comprise
celle de la fonclion inconnue V. Par exemple , st G est positive cutie

Ma 1836, }";
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et & et quon prenne G et 7 constantes, G' <2 G et 7 > G, on
aura pour ¥ une expression de cette forme

Vi= C =in.r_-f.1 — a)\G'] + D {:{.15.[(.1' — ) "l,f?,,
g bien
Vi = ﬂﬁin..fﬂ — xi\V G 4 Deos '.[ff,a — \,'fﬂ'],

¢t une expression semblable pour ¥"; on deternuinera les constantes
arbitraires G, D, ... de maniere que les conditions (54) ou (35) soient
salisfaites ; alors pour chaque valeur de > entre 2 et &, la valeur de V
sera comprise enlre celles de ces deux fonctions trigonométriques V'
et ¥ qui pourrent différer tres peu I'une de Fautre, surtout si G varie
peu entre les limites @ et 6. S1 G est négative enlre aet b, V' et V7
deviendront des fonctions exponentielles. La courbe inconuue cmed
Elf}ﬂt ]-’{:]Jq{].ﬂ“ll'[;l! FUI"H[I’ ""f"_l S t]"u‘l] Wl ]:_'I."IT' L'.I. |"E]I'|fl:‘.|'”'|.|.;t‘. entre LEEEIJ:-L cour-
bes connues c’'m'd’, ¢"m"d" ayant pour ordonnees V' et V7, qui lui
servent de himites , pour toutes les valeurs de labscisse & croissantes
depuis a jusqu'a &, comme 'indique la figure (*).

5
e
w1
I |
EI-_::-'_:__'-'_ ] L
T e p h

e —_— == —

*y En intégrant Uéquation (31) entre des limites [{Hl:_']I:_'LII:JLlut.‘- , on trouve

"i"_"' d]‘j' .‘Ir., I::.Ir.lll"-l-II . ' ' & rl[--.-r w 1:.-1."-’ -
dx de 0 0T AV &) o (36)
Cette formuole coincide avee ]'[—*fluatinn (o) du u W, lm'ﬁqu’r}n suppose dans
celle=c1 et dans Jes deux équations différenticlles dont elle provient, K = i
el K= 1.

On peut en s’appuyant sur cette fonmnule (36), démeontrer d'une maniére nou-
velle la pramitre partie do théoréme du n® XI1, en y supposant toutefois les
fonctions K™ et K" réduites 3 Nunité.

On prouve d’abord que deux valeurs conséeutives de x gut annullent V' comi-
prennent toujours au moins une valeur de » qui annulle V.

En effet, supposons, £l est possible, qu'entre deux valeurs de x consécutives
« ¢t o qui annullent V', il v’y ait pas de valeur de = qui annulle V7. On peut alors
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XLIIt.

d 'V
da? +G 1:-:':} pEu~
vent s'étendre avee quelques modificatious a I'équation plus générale

- dV
d. ( N ) T , ~ U dU :
L= GV =0 a laquelle on rameéne L == - M = - NU ==«

dx* dr

Les considerations preéceédenles sur 'équation

—— p———

@.r
en faisant U = £V, § étant un facteur arbitraire.

supposer ces deux fonctions Vet V7 positives dans 'intervalle compris entre «
et &, puisqual est permis de changer le sigue de chacune.

Dans Véquation (36), lUintégrale ((G" — G') V'V"dx prise entre ces lmites «
et € sera done positive. La constante C sera positive ou nulle, car elle est eprale

. . Y LGy’
a la valeur du preier membre ¥ - = A = pour T ==« ; or V' est nulle
I xr

v’ : : .
pour ¥ =a, ——apourx = a le méme signe que V' a pour les valems de 2 un

- : ” oot . i . v :
pei plus grandes que @, Cesl=i=dire le signe 4-; el en outre V' est supposte
positive ou nulle pour x = «.

On aura done pour toutes les valeurs de x depuis jusgua €

v dv’ v av” -~
— . r e I:l
dr de = ¢

et puisque Vorvedevient nulle pour ¥ = £ on a

odv!
LS o > 0 pour z o= c.

Done V7 gquion suppose positive entre les lmites o et & ne peut pas étve null
vour la valeur meme » = £, de sorte qu'elle est encore positive nour z = £ Lo
dt’ dv’

puisquon a V* Jr eDopour ¥ o=— =, e devrait ¢tre ausst positive pous
T

T =6, mas an contraire —— est neépative pour x == £, car la fonction V7 pass

i

la oositlf aw ciontif | AN . .

wh pu:tlti. HY| I'.I.I_I-EHUI. cn oprenant fe signe de _f_ quuud O oalttemml el LlLﬂI]u:CS{' |
i e

valear &,

Itest done absnide de supposer que V" ne change pas de sigre entre Tes linite-
eel b, V' gtant ou n'élant pas nulle pour = = a.

2]
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On pourrait aussi, d’apres lesn® XXVI. .. XXXV, établir relative-
. ; ) A Y .
ment aux valeurs de & qui annullent la fonction K — —+p¥, des pro-
L
[.l{ihi[iijIlFiﬂﬂa]{}guﬁﬁ a celles que nous avons donnees pour Y. 1l nous pi-—
rait superflu de nous y arreter. Nous terminerons par t]uc]r.]m:h re-
marques.
Etant donnee ]'u'qun!iun
. d¥
d. (h — )
d..'l-' {"q "":r
e =+ Y = o,
s1 Von considere la fonction V dans intervalle L.nmpriﬁ enlre deux
valeurs queiconques de &, a et @41, el ensuite dans un autre inter-
valle egal au premier compris entre deux autres valeurs ¢ et ¢ 414,
on peut 4 l'aide de nos theoremes comparer les états de cette fonction
dans ces deux intervalles.

e e B e R R e ———

Un dénontrera d'une maniére semblable i Pavde de la meéme formule (36! que

<1 'on a pour upe valeur de = tll"-‘.iﬂ:u‘:f. par x

AV A%’
e dY v > i < i
dr T Y Em =My = v

o doit exaster entre x, et la valeur de xr immediatement supdricure 3 1 g
annulle V') au moins une valeur de x qui annulle V°

De ces propositions réunies on conclut la premeve partie du theoreme du
n® X1, en y réduisant K" et K" 4 Vunité

On peut encore la démentrer de la manicre suivante :

Supposons de nouveau, sl est possible, quientre deux valewrs de x consé-
cutives & et & quiannullent ¥V° il 0’y ait pas de valeur de = qui annulle V7. On
peut alors supposer V' et V7 positives entre les limites 2 et @ dans Véquation (36},
Vintegrale j (G" —G") V'V dr prise entre ces huntes sera done positive. La cons-
tante © sera positive ou nulle puisquelle est egale a la valeur de V° d?— AV

x dx

. ay .
pour ¥ == «, el que pour ¥ < a, Y’ est nulle ; est positive et V* positive
i d ar

ou nulle.
Dn a done pour toutes les valeurs de r croissantes depuis « jusqua &,

fﬁf . ﬂr'l"" i/
‘IiI'T " SRS e 1!' d Ty [}
ar dr =
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On fait dabord x=a -+ x' eten designanl par G', k' ¢t ¥ ce gue

i
devienuent les fonctions G, K et V par la sabstitution de a -+ ' 4 la

place de 2, I'équation (1) devient

L

LK

—+ 'V = o,

En faisant de méme x=a + 2", clle devient zussi

y H.ff‘k'"
‘ ( rf?)

—— 4 Y = .
g’

On suppose maintenant que x' et x” representent une scule et mee
variable croissante depuis o jusqua /, et Ton établit la comparaison

d ¥V’

dd'on V* 7 == o pour ¥ = ; par conséquent V* qu'on SUPpPOse positive enlre
i ; ' )

les hmites = et & ne peut pas etre nulle et doitetre encore positve pour v o= 4§

L oeew AV L, dv” d oV .

Mais V' —— — V' ™ 0, donne — ) = 0. Ansi, tandis que 1 erolt

dr dr = ! da \V" |
_ .. ¥ )

depuis « Jusqua &, la quantiie Ve augmente contnuellement , sans deveunr ju.

e, Mais pour les valeurs de = un peu plus grandes que = on a4 o e oo,
y , . . . Voo

puasg ue VOet VY osont positives. On devrant done avoir aussi i o U pody 1= ¢

Ceogqur niest pas, puisque pour x =&, V' est nulle par hy}mth{‘w et gque VYo
peut pas Petre. Ou ne peut donc pas supposer que V" ne change pas de

"ii.lTlt_'
entre les limites 2 et &, Op prouvera de meme que si l'on a pour .z = x
d'#'l" d"_‘i
dV’ Lo d¥Y" T G A
VYN 04— — ¥ - 7 o ou _,{--l-;-
i dr =— Vi —

eu fasant croitre r & partir de x, V" devea s‘annuller avant V' 1 Li résulte
la premiére partie du théoréme dun® 12, les fonctions K’ et 1° y dtant réedyites
a Manité,

Quoique la démonstration de ce théoréme développée dans les v VI, \
SOl ]:11.1.'-; complete et plus lmininense que celies Ui MOUS venons li‘ludjquer, LS
n'avons pas cru devoir les passer sous silence, parce qu’elles peuvent Stre uliles
dans d'autres occasions.



170 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

entre V' et V", C'est ainsi qu'on peut comparer entre elles deux por-
tions diflérentes d'une ligne courbe correspondantes a des intervalles
égaux pris sur l'axe des abscisses, en superposant ces deux intervalles.
Plus géneralementon peut faire successivement x égale a une toonc-
tion quelconque d'une indeterminee x', puis a une aulre fonction
d'une autre indeterminee . Alors ¥V se changera en une fonction V'
de 2’ et en une fonction V' de x”. On comparera ensuite V' et V' en
supposant que x" et " représentent une seale et meme variable inde-
pn:ul:mlu.
[.a théorie exposce dans ce memoire sur les équations differentielles
Lenires de la forme
. dV 4\ —
Li i =-1= M e T AL == o.
correspond a une théorie tout-a-fait analogue que je me suls faite an-
térieurement sur les équations hnéaires du second ordre a differences
finies de cetle forme

LU‘-_H —+— ?’alU, + :\.L,_: — 0.

¢ est un indice variable qui remplace la variable continue x; L, M, N,
;ont des fonclions de cet indice ¢ et d'une indéterminee m, quon assu-
ettt & certaines conditions. C'est en étudiant les propriétés d’une smite
de fonctions U, U, U,, Uy,... liées entre elles par un sysiéme d ¢qua-
lions semblables a la précedente que jai rencontre mon theoreme sur
lx détermination du nombre des racines réelles d'une équation nu-
merique comprises entre deux limites quelconques, lequel est ren-
termé comme cas particulier dans la théorie que je ne fais quindiquer
ici. Elle devient celle qui fait le sujet de ce mémoire, par le passage
des différences finies aux différences infiniment peliles. Je dois dire
cependant que j'at trouve pour les équations a différences fines dont
il s'agit, des propositions et des démorstrations speciales qui ne sont
nas susceplibles d'etre Iransportecs aux equations differentielles.



