
  

Promenade(s) dans l’Irrationnel

" Dieu a créé les nombres entiers, tout le reste est l’œuvre de 
l’Homme. "

Leopold KRONECKER (1823-1891)

" [Le boléro de Ravel]est une musique directement liée à 
l’irrationnel. "

Claude LELOUCH



  

Promenade(s) dans l’Irrationnel
Partie I : Tour Panoramique

1.  Coup d’oeil d’ensemble

2. De la Géométrie à l’Algèbre

2.1 Des Racines et des Problèmes
2.2 Des Arts Florissants… 
2.3 ...Au Cantor

3. L’Outil des Grandes Découvertes

3.1 (Introduction aux) Fractions Continues 

3.2 Le Moyen le plus Naturel de la Théorie…

4. Plus Simple… ou Moins Naturel ?

5. Alternatives Pratiques :
   Géométriques, Mécaniques, Numériques ? 
 

Partie II : Étude de Cas.
Le Nombre e, niveau lycée

●  Euler à la découverte
●  Fourier  
● Hermite « à la Padé »
● Retour à Euler

Partie III : Étude de Textes.
Quelques exemples

●  Platon, Ménon
● Klein sur la constructibilité et la 

duplication, Leçons sur… #1
● Lagrange, Sur la Résolution des 

Équations Numériques
● Klein présente Cantor,  Leçons 

sur… #2
 
Et pour une autre fois…
Euler dans tous ses Zéta !
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Théodore de Cyrène 
( -465 ?  à  -398 ? )

" THÉÉTÈTE :

 -Théodore […] avait fait, devant nous, les constructions 
relatives à quelques unes des puissances, montré que celles 
de trois pieds et de cinq pieds ne sont point, considérées 
dans leur longueur, commensurables à celle d’un pied, et 
continué ainsi à les étudier, une par une , jusqu’à celle de 
17 pieds : il s’était, je ne sais pourquoi, arrêté là. "

PLATON, Théétète   





  

Le Palais de Minos

Cnossos

Tombe minoenne



  



  

Guide de Délos 
(École Française d'Athènes, 1965 rééd 1983)



  



  

Hippocrate de Chios (- 470, - 410)

a
x
= x

y
= y

2a

Ménechme 
(- 380, - 320)



  



  

Al-Biruni (973-1048) et l'ennéagone

x3=3 x−1



  

α = √2 + √3 ?

β = √2 + 3√2 ?

γ = √2 + √3 ?

δ = √2 + 3√2 ?

ε = 3√2 + √2 ?



  R = √5 + √5
2

Luca Paccioli
(1526-1573)



  

Traité d’Abu Al-Fath ’Umar Ibn Ibrahim 
AL-KHAYYAMI

< SUR LA DIVISION
 D’UN QUART DE CERCLE >

 (1048-1131)



  

x3 + 200  x = 20  x² + 2000

"Je  dis que le côté AL est le 
côté d’un cube tel que, si on 
lui ajoute deux cents fois son 
côté, il soit égal à vingt fois le 
carré de AL plus deux mille en 
nombre ."



  

x3 + 200  x = 20  x² + 2000

"Celui qui veut connaître ceci par le calcul ne dispose 
d’aucun chemin pour y parvenir s’il exige de l’exactitude ; en 
effet dans les choses qui peuvent être déterminées par les 
sections coniques, on ne peut pas, en analysant, parvenir au 
calcul. 
Mais si l’on se contente d’approximations, que l’on s’en 
remette aux tables des cordes de l’Almageste..."



  

 Fibonacci (1180-1250)

α3+2 α2+10 α = 20

⇒ α∉ℚ (1225)

mieux : α ≠ √√a ± √b

( Irrationnels d’Euclide,
  Éléments, Livre X  ) 

"Cette équation ne peut être résolue par la géométrie plane, 
 car elle contient un cube. 
Pour la résoudre, on doit faire appel aux coniques."



  

x = 3√√108 + 10 − 3√√108 − 10

x3 + 6 x − 20 = 0

Gerolamo  Cardano
(1501-1576)

(1543)

« inspiré (?) par... »

Niccolo Tartaglia (1499-1557)
Scipione Del Ferro (1465-1526)

x = ... 2 [! ! ! ! ]



  

Rafaele Bombelli
(1526-1573)

x3 = 15 x + 4

x = 3√2 + √−121 + 3√2 − √−121 = ... 4 [! ! ! ! ]

2 + 11√−1 = (2 + b √−1)
3

via



  

α = √2 + √3 ?

β = √2 + 3√2 ?

γ = √2 + √3 ?

δ = √2 + 3√2 ?

ε = 3√2 + √2 ?

( α − √2 )
2

= 3

α2 − 1 = 2√2 α

α4 − 10 α2 + 1 = 0



  

α = √2 + √3

β = √2 + 3√2

γ = √2 + √3

δ = √2 + 3√2

ε = 3√2 + √2

α4−10 α2+1 = 0

β6−6 β 4−4 β3+12 β2−24 β−16 = 0

γ4−4 γ2+1 = 0

δ6−6 δ4+12 δ2+6 = 0

ε6−4 ε3+2 = 0



  

p6−6 p4 q2−4 p3 q3+12 p2 q4−24 p q5−16 q6 = 0

δ6−6 δ4+12 δ2+6 = 0δ = √2 + 3√2

δ = p
q

p6−6 p4 q2+12 p2 q4+6 q6 = 0

p6−6 p4 q2+12 p2 q4 = −6 q6

−6 p4 q2+12 p2 q4+6 q6 = − p6

p ∣ −6 q6 , p∧q=1⇒ p∣−6

q ∣ p6 , p∧q=1⇒ q∣1

p ∈ { ±6 , ±3 , ±2 , ±1 }, q ∈ { ±1}

β = p
q

∈ { ±16 , ±8, ±4 , ±2 , ±1 }

β=√2+ 3√2





  



  

2
π

= √2
2

. √2 + √2
2

. √2 + √2 + √2
2

⋯  Viète (1593)

 Euler (1734)
"problème de Bâle "

 Wallis (1655)2
π

= (1 − 1
2²

)(1 − 1
4²

)(1 − 1
6²

)⋯

π ²
6

= 1 + 1
2²

+ 1
3²

+ 1
4²

+ 1
5²

+ ⋯

π
4

= 1 − 1
2

+ 1
3

− 1
4

+ 1
5

− ⋯ Gregory, 
Leibniz (1670)

… mais aussi Mādhava ( ≈ 1340  – ≈ 1425 ) 
     ou ses disciples : école du Kerala (Inde du Sud) 



  



  

√π est il rationnel ?

√π est il constructible ?
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"Rien de bien mystérieux. Le terme même était loin d’être nouveau. 
Il s’inspirait simplement de la définition du nombre d’or, 
rapport entre la diagonale et le carré. "

Jacques Villon,
 à propos de l’exposition la Section d’Or (1912)



  



  

Adolf Zeising (1810-1876)



  



  





  

p h d

P 14 14 6

H 22 22 10

D 80 80 36
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Φ = 1 + 1
Φ

= 1 + 1

1 + 1
Φ

= 1 + 1

1 + 1

1 + 1
Φ

Φ = 1 + 1

1 + 1

1 + 1

1 + 1

1 + 1
⋱

Φ ≈ 2 ,
3
2
,

5
3
,

8
5
,

13
8
, ⋯



  

√13 = 3 + (√13 − 3) = 3 + 4
3+√13

√13 = 3 + 4
6+(√13 − 3)

√13 = 3 + 4

6+ 4
3+√13

√13 = 3 + 4

6+ 4

6+ 4

6+ 4
⋱

 in Bombelli, Deuxième édition (1579)



  

√3 = 1 + (√3 − 1) = 1 + 2
1+√3

(répétition périodique)

√3 = 1 + 1

1 +
(√3 − 1)

2

√3 = 1 + 1

1 + 1
1 + √3

= 1 + 1

1 + 1
2 + (√3−1)

√3 = 1 + 1

1 + 1

2 + 1

1 + 1
2 + (√3−1)

= 1 + 1

1 + 1

2 + 1

1 + 1
2 + ⋱



  

x = √7

y = 1

1 + 1

1 + 1

1 + 1

4 + 1

1 + 1

1 + 1

1 + 1

4 + 1

1 + 1

1 + 1

1 + 1
2+ z

(début de répétition périodique ???)

x = √7 ≈2,6457513111. .. ≈ 2 + 6457513111
10000000000

x = 2 + 1
y



  

y = 2+√7
3

, x = √7

x = 2 + 1

1 + 1

1 + 1

1 + 1

4 + 1

1 + 1
⋱

= 2 + 1
y

y = 1 + 1

1 + 1

1 + 1

4 + 1

1 + 1
y

= 14 y+3
9 y+2

(répétition périodique)
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777084
26409

= 29 + 1 / 26409
11223

26409
11223

= 2 + 1 / 11223
3963

11223
3963

= 2 + 1 / 3963
3297

3963
3297

= 1 + 1 / 3297
666

3297
666

= 4 + 1 / 666
33

666
33

= 19 + 1 / 33
6

33
6

= 5 + 1 / 2

777084 = 29 × 26409 + 11223

3297
666

= 5 − 0,0495495.. .

26409 = 2 × 11223 + 3963

11223 = 2 × 3963 + 3297

3963 = 1 × 3297 + 666

3297 = 4 × 666 + 33

666 = 19 × 33 + 6

33 = 5 × 6 + 2

6 = 3 × 2 + 0



  



  

log2(
3
2
) =

ln (3)
ln (2)

− 1 = 1

1 + 1

1 + 1

2 + 1

2 + 1

3 + 1
⋱

ln (3)
ln(2)

∉ℚ⇔( 3
2
)

p

≠2n

log2(
3
2
) ≈ 0,584963 = 1 / 1000000

584963

Convergents : 1 ,
1
2
,

1
2
,

3
5
,
7
12

,
24
41

, ⋯

A .N . : 0,583333 , 0,585537

Δ : 0,006297 , − 0,000574



  



  



  



  



  



  

tan(x) = x

1 − x ²

3 − x ²

5 − x ²

7 − x ²

9 − x ²
⋱

tan(m
n

) = m

n − m ²

3n − m ²

5n − m ²

7 n − m ²

9n − m ²
⋱

α = a0 +
a1

b1 +
a2

b2 +
a3

b3 + ⋱

|bk| > |ak|+1 ⇒ α∉ℚ



  



  

|ς (3)−
pn

qn

|≤ 1

qn
1,08

⇒ ς (3)∉ℚ

 ***1978 ***
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|g ( x)−
Qn( x)
P n(x)

| ≤ 1

(2 n+1)(2 n
n )

2

1

a2 n+1

|g (−1)P n(−1)−Qn(−1)| ≤ 1

(2 n+1)(2 n
n )

≤ 1
4n

d n .|g (−1)Qn(−1)−P n(−1)| ≤ 3n

4n

g ( x) = ln
1

1− 1
x

Chudnovsky , circa 1980

ln(2)∉ℚ
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Hippocrate de Chios (- 470, - 410)

a
x
= x

y
= y

2a

Ménechme 
(- 380, - 320)



  

      x3 = b x + c             (3)
x3 + a x² = c                      (4)

x3 + b x = c                      (1)
     x3 + c = b x              (2)

x3 + c = a x²                  (5)
x3 = a x² + c            (6)



  

x3 = bx + c        (3)

x4 = bx2 + cx

y = x2                         (P)
y2= bx2 + cx     (H)



  

Al-Kuhi  (940, 1000)





  



  

Eratosthène (-276, -194)

      et son Mésolabe



  

a
x
= x

y
= y

b

x
y

a

b

Le Mésolabe: Principe



  



  



  



  

Al-Kashi (1380-1429)

Mathématicien du Prince Ulugh-Beg 



  



  

4x3−3xb=0
x= 4x3b

3

x1=
4.03b

3

x2=
4 x1

3b
3

x3=
4 x2

3b
3

x0=0



  

x=
4 x3+0 .052 335 956 2...

3

x1=0. 017 4 4.. ..... .

x2=0. 017 45239. . ...

x3=0. 017 452 406 4 26 .. .

x0=0

x4=0. 017 452 406 4 37.. .
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http://www.mathouriste.eu/Irrationnel/promenade_irrat.html

Une BIBLIO complète vous y attend déjà !

À retrouver prochainement sur...


