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Untersuchungen tiber Fouriersche Reihen. 

Von 

L E O P O L D  FEJI~R aUS Budapest. 

E i l a l e i t u n g .  

Es sei f(x) eine reelle Funktion der reellen Variabelen x mit der 
Periode 2~r, welche iiberall stetig ist. Bekanntlich glaubte D i r i c h l e t  
und wahrscheinlich auch noeh R i e m a n n ,  dal~ die zu f(x) gehSrige 
Four ie rsehe  Reihe 

2rt 2 ~  ~o 

0 n = l  0 

fibera]] konvergent sei. Du Bois-Reymond zeigL% dab dies nicht der 
Fall ist~ Ludem er eine fiberall sLeBge Fun]~Lion kons~ruierLe~ deren 
Fouriersche geihe an iiberall dichL liegenden SLeUen diver~erL. Es 
bleibe nun dabingestellt, ob es stetige Funk~ionen gibt, deren F o u r i e r -  
sche Reihe ffir jedes x divergiert*) - -  jedenfalls kSnnen wit sagen: aus 
der blofien Stetigkeit der Funk~ion an einer Stelle x folgt die Konvergenz 
der Four ie rschen  Reihe an dieser SMile noeh nieht. Es mfissen viel- 
mehr noch ftir den Modus der S t e t i g k e i t -  wenn uns dieser Ausdruck 
gestattet ist - -  gewisse Beschr'~nlmngen hinzugezogen werden**), damit 
die Konvergenz der Reihe gesiehert ist. 

Indem wit aber die in der Litera~r e~was zu ausfiihrlich behandelbe 
Frage nach den hinreiehenden Bedingungen flit die Konvergenz der 
Four ie r sehen  Reihe fallen lassen ..... wenden wit uns zur Four ie rschen  
Reihe mi~ einer Fragestelhng, die der Bore l -Mi t~ag-Lef f l e r sehen  in 
Bezug auf die Potenzreihe komplexen Argumentes vollkommen en~prieh~ 
und folgenderm~en lautet: 

*) Wie es z. B. ste~ige Funk~ionen gibt, die an keiner St~lle einen Differen~ial- 
quotienten haben. 

*~) Wit denken an die bekann~en Beschr~nkungen yon Dirichlet ,  Lipschitz, 
J o r d a n  u. s. w. 

4* 
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Is~ es mSglich aus der zur stetigen Funktion f(x) ge'h5rigen F o u r i e r -  
sehen Reihe, b. w. aus der mit ihr i~quivalenten Funktionsfolge 

(1) So(X), ~(x), . . . ,  s~(x), . . .  
W O  

2 ~  2 z  

f 2 { f  } 1 1 s,(x) = ~ f(a)da-F ~ f(a cosv(a--x)da 
0 v = l  0 

eine andere Funktionsfolge abzuleiten, welche aber ffir ein beliebiges x 
konvergier~, und zwar zu f(x) als Grenzfunktion? Dies ist in der Tat 
mSglich. Man gehe einfach yon tier Folge (1) zur Folge der arith- 
metischen Mittel fiber 

(2) So(X), So (X) + (x) . . .  s0(x  . . .  

so besitzt diese neue Funktionsfolge, welche ebenso aus endlichen trigono- 
met-rischen Reihen besteht wie die Folge (1), die verlangte Eigenscha~t. 
Es zeigt sich uuch, dab die Folge (2) in jedem Intervalle gleichmiiBig zu 
f(x) konvergien, wii~end die Folge ( 1 ) w  wena sie auch far jedes x 
konvergier~ - -  nicht gleichmii$ig zu konvergieren braucht. 

Wenn welter die - -  noch immer stetige Funktion f(x) an einer 
Stelle a des Intervalles (0, 2~) integrabel unendlich wixd, so ist die Folge 
der Partialsummen (1) im allgemeinen wieder divergent.*). Es miissen 
auch bier gewisse - -  den Modus der Integrirbarkeit an der Stelle a be 
schr~nkende Bedingungen hinzugezogen werden**), damit die Konvergenz 
der Folge (1) an einer Stelle x (x ~ a) gesicher~ ist. Es zeigt sich,-daB 
die Konvergenz der Folge (2) durch das AufCreten einer S~elle a, wo 
f(x) beliebig integTabel unendtich wird, ungest5r~ bleibt. 

Nehmen wit wei~er eine Funktion f(x), die an einer Stelle a eine 
Unsteggkeit erster ArC besitzt und sonsf z. B. beliebig oft differenzierbar 
isk Bekanntlich ist dann die aus der Four ierschen Reihe yon f(x) 
dutch gliedweise Differentiation gewonnene trigonometrische Reihe ffir 
jedes x divergent. Wenn wit aber ~ r  diese Reihe die be~reffenden ari~h- 
metischen Mittel bilden, so erweisen sich diese als konvergent und geben 
als Grenzfunl~tion die Ableihmg f'(x). 

Indem wit die Aufz'~hlung der Si~tze unterbrechen~ erwiihnen wit 
bloB~ dab sie viele Anwendungen gestat$en, welche sieh auf die Theorie 
der konvergenten F ouriersehen Reihen und mit ihr zusammenhl4ngenden 
Fragen beziehen. 

*) Auch wenn z.B. f(x) in den Infervallen (0, a--s) und (a-l- s, 2~) -- el>0 
den einfachen D ir i e h 1 e~sehen Bedin~omngen genfig~. 

**) Wir denken an die Bedingungen yon Dirichle~, Du Bois Reymond, 
Harnack usw. 
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Unsere Un~ersuchungen lassen iiberhaupt die Theorie der konver- 
gen~en Four i e r schen  Reihe in neuem Lichte erscheinen - -  wie denn 
iiberhaup~ das Studium der Divergenz einer Funk~ionenreihe ein ~ieferes 
Eindringen in die Natur der Reihe gestatte~, eine Tatsache die sohon 
allein der Theorie der divergenten Reihen eine Existenzberechtigung gibe*). 

w 1, Ausffihrung der 
suchungen. 

w 2. Hfilfsatz. 
w 3. Anwendungen. 

Inhaltsverzeichnis:  
in tier Einleitung schon grSB~enteils angedeu~et~n Un~er- 

w 

Konvergenz der arithmetischen Mittel der Fouriersc-hen 
Partialsummen. 

Es sei f(x) eine Fun]dionjderen absoluter Be~rag im Intervalle yon 
0 his 2~ eine endliche obere Grenze besitzk Eine wei~ere, yon der Na~ur 
der Sache geforder~e Beschrgnkung sei die, dab sie integrabel ist. Wenn 
nun x eine Stelle bezeichnet, wo f(x) en~weder s~etig ist, oder eine 
Diskontinuitiit yon der ers~en Art  besi~zt, so soll bewiesen werden, dab 
die unter (2) stehende Folge der arithmetischen Mittd konverg/ert, und zwar 

1 
zu -~ { f (x ~- O) + f (x -- O) } als Grenzwert. 

Wit  schicken voraus, dag die Reihe 
1 

V + cos a + cos 2 a  + �9 �9 �9 + cos ( n -  1) a + - - -  

selbst zu den divergen~en Reihen der betrachteten einfaehen Natur gehgrt. 
Es is~ n~.mlich 

1 1 cos (n-- 1) ~ - -  cos n~ 
---- ~- + cos a + �9 .- + cos (n -- 1) a = -~ 1 --  cos e Gn_l 

folglich 

(3) I 1 --  cos n~  
n 2n 1 --  cos#  2n \ sin-~- / 

Wenn also # ~ 2 k z  ( k = 0 ,  •  •  so is~ 

tim 6~ + a~-t- "'" + ~ ' - ~  = 0 

*) Diese Arbeit ist - -  yon einigen Modifika~ionen abgesehen - -  in  der unga- 
rischen Zeitschrift: ,,Mat~hematikai ~s Physik~i Lapok" (1902) erschienen; kurze 
Not~zen fiber denselben Gegenst~nd sind in den Comp~s Rendus (t900, 10 d~cembre 
und 1902, 7 ~,vril) publizierk 
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und es exisfiert aIso ein ganz bestimmter Grenzwer~. - -  Wenn wit nun 
der Kiirze halber 

~o <~) + s~ <~) + . . .  + s._~ (~> = s~ (x) 
~t 

seSzen, so exhalten wir mit Beriicksichfigang der Formel (3) 

&(x) = 

2 ~  

0 

oder mi~ Beniitzung einer Integxafionsvariabeln 

2 

2 

(4) S~(x)=~-~ f(x+2fl)  ~, ~ / d~. 
X 

2 

Wiihrend man also in der Theorie der konvergenten Fourierschen Reihen 
den Grenzwer~ des Dirichle~schen Integrals 

2 

2 

un~ersucht, so haben wir }tier den Grenzwer~ des Integrals S,,(x) unter 
(4) zu bestimmen. u diesen beiden In~egralen ha~ S~(x) den eLu- 
facheren Charak~r. Wi~hrend n~mlieh im Dirichletschen Ia~egrale neben 

f der Faktor sin ( ~ n -  1)t~ sieht ~ bei dem die AnzaM der Zeichenwechsel sin ~ 
mi~ ~ unbegronz~ wiichs~ ~ trit~ im/m~egrale S~(x) neben f &r niemals 

negatzive Faktor i N }  auf. Diesem UmsL~nde is~ es zu verdanken, 

doll man bei der Bes~immtmg des (Irenzwer~es lira S,~(x) im wesenflichen 

mit dem ersten In~egralmi~elwer~sa~ze auskommen kann, w~hrend die 
Grenzwer~besg_mmung lira s,,(x) die Anwondung des fiefer liegenden zwei~en 
benSfigr 

Nehmen wit 
wer~ des Integrals 

(5) 

a ~  dab 0 < x < 2 ~ .  Es geniigt offenbar den Grenz 
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zu untersuchen, wo q0 (fl) eine an der Stelle 0 yon reehts stetige Funktion 
bedeutet und 0 < a < :z. 

Nach Voraussetzung l~i~t sich zu einer beliebigen positiven GrS~e 
eine GrSl~ e besfimmen, so dat~ 

I~(~) - -  r  < ~ 
wenn  

O < h < e < ~ - - a .  

Dalm zerlegen wit in iiblicher Weise 

Besteht nun 

a 

~ ~(~)t~m~ d g + ~  ~ ( ~ ) ( ~ )  d~ 
0 

i~ + i /  

w e ,  n n  

o<t~<a~ 
so ist 

. ,  M 

und mit Beniitzung des ersten Integra!mittelwertsatzes: 

1 ? / s i n  n ~ '  
~.=(~(+o)  + ~ ) ~ d  ~ ~ - ~ )  d~, 

o 
WO 

Nun hut5 man weit~er 

o 

lqier ist 

I~1<~. 

n ~ J \  sin ~ ] 
o 

= s 

und infolge der Idenfi~t (3) 

Folglich e rh~  man 

d~---- 

1 
IJJl < ~ ~m,-----~ 

we.~ nut n gehSrig groB ist. 

and also 
I ~  ~(+~ I < ~ ,  

2 

r 

3,, 

= o) + , )  + 

0 



56 L~,oeo~. F~-~. 

Wit kSnnen damig den Satz 

lim, S,,(x)=-~{f(x+O) + f ( x - 0 ) }  

als allgemein bewiesen be~rachten~ da ha Falle x = 0 die Gleichung 

lira. S.(0)-- ~ { f ( +  0) + f ( 2 z - 0 ) }  

sich in analoger Weise leich~ ergibt*). -- 

Wir lassen nun die Besehr~n]cang der Endlich~eit der Funk~ion f (x)  
fallen and behandeln auch den Fall, wo sie unendlich wird, da wir glauben, 
da~ dieser auch ei~Sges Interesse darbie~t;. ~ Wi t  nehmen an, dab f(x) 
an einer endlichen Anzahl yon SteUen des Intervalles (0, 2~r) unendgch 
wird, unterwerfen sie abet au~er der IntegrierbarI~eit- die doch immer 
durch die Natur der Frages~ellung geforder~ is~ ~ keiner weitern Be- 
schriinkung. W~hrend das Auftreten soleher Unendlichkeitsstellen die 
Konvergenz der Four i e r schen  Reihe flit ein be//eb/ges x zers~iiren kann**), 
ble~en die arithmetischen Mittel S~(x) - -  und das so]/ eben jetzt be- 
wiesen werden ~ ]~wnvergent, so daft also w@der 

1 
1~. s.(x) = ~ [ f r  o) + f ( ~ -  o)] 

ist, an jeder Stelle x, wo f(x+O), f(x-O) beide existieren. 
Das h~ingt mi~ folgendem Satze zusammen: 

1st f (x) in einem Intervalle (a, 5) integrabel und mit Ausnahme ei~wr. 
einzigen Stelle c des lntervaU~s endlich~ so ist***) 

b 

1 [ sin ( ~ ) d ~  = 0. lira. - ~ f ( ~ )  r 

*) Auch im FalIe dag die Funktion sieh an der Stelle x beliebig verhii:l~, l~Bt 
sich fiber das Schwanken der S~(~) etwas aussagen. Ist n~mlich M(x) die Gri~i~te, 
re(x) die Kleinsbe unter den vier Unbes~immthei~sgrenzen der Funktion f(x) an der 
Stelle x, so ist 

~ (x) =<_ ~ .  ~f. s.(~) ~ ~m. sup. Z~(x) <_ ~(x). 

Etwas Analoges finde~ bei den Fourierschen s,(~) niche st~t~. 
**) Riemann:  Habilita~ionsschrif~. Ges. Wexke S. 246. 
***) Dieser S~tz ist die Verallgemeinerung eines bekannten Riem~nnsehen 

b 

Sa~zes, nach welehem schon lira. ff(~) sinnada -~- 0 ist, wenn f(a) im In~ervalle 

(a, b) eine endliehe obere Gren~e besitzt. Isr dies nich~ der Fall, so kann das Inte- 
gral mi~ wachsendem n beliebig gro6 werden. (Riemunn: Habflitationssehrift. 
C-es. Werke S. 246). 
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Es geniigt offenbar zu zeigen, dab 

c 

lira. 1 f f ( ) - -  a s i n n a d a  = 0 
a,  

ist~. Naeh Voraussegzung kGnnen wir zu einem behebigen positiven c~ 
eine positive GrSBe t ~nden, so da~ 

(6) 
wenn 

Wit zerlegen dann: 

G 

Ist nun 

welm 

so besteht: 

i,~ + i,," 

i [ ( x )  i < M 

l inl < M(e-- a). 

Um i~' abzuschiitzen, bezeichnen wir naeheinander mi~ 

th, e~, - - . ,  %-1,  % 

jene ungeraden Multilala yon 2-dn' welehe in alas Inhere des Intervalles yon 

( c - - t )  bis c fallen, und zerlegen dieser Ein~efltmg gemii$ 

f + f + . . . + / +  f , 

wo als gemeinsa_mer Integrand f ( e ) s i n n a  zu denken ist. Jedes dieser 
Teilintegrale ha~ einen absoluten Betrag der kleiner is~ als 2& Denn 
es is~ z. B. 

a x  tr 1 

infolge des zweiten l.a~egralmiYmlwer~satzes, woraus die Behaup~ung sehon 
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fotgr wenn wir die Uagleichung (6) in Betraeht nehmen*). Wit  er- 
halton daher 

,,I~'1 < (,,+ ~) ~ ,  

wo v zwar mi~ ~ ins Unendliche w~ichs~ aber de~noch hnmer die Un- 
gleichung 

( . + ~ )  ~ <__~- (~-~) = ~ 

bes~eh~. Folglich isg 

und 

uad 

. . . . . .  2 5  

wenn n gehiirig grog ist. 
Dami~ is~ abet der Hflfsa~z schon bewiesen. 
(~anz ~hnlich kann man zeigen ~ und das ist eigenflich der Sa~z, 

den wit sogleieh gebrauchen werden ....... dab unter den ngralichen Voraus- 
se~zungen auch 

b 

Iim. -d f(~) s in~nada -~ 0 

i s t . ~  
Be~rachten wir nun wieder das Integral (5) aber unter (ter A~- 

nahme~ dab (p~) an einer Stelte c des I~tervalles bdiebi~ integrabd un- 

endlich wird. Wen:  wir zeigen kiinnen dag 

a 

(7) lira. n ~ d  ~in' 
$ 

W O  

O <  e < c < a <  :r, 

so kSnnen alle fibrigen Schlut~folgerungen beibehalten werden. Die unt~r 
(7) ausgesprochene Behaup~ung is~ aber eine direkte Folge des eben be~ 
wiesenen Hilfsaizes, so dab wit also zusammenfassend sagen kSnnen: 

*) Der lebzte TeLl f bie~et wegen 

c - ~  

Kedge beeondere Schwierigkei~. 
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H a u p t s a t z :  Ist f(x) ane im Interval~e yon 0 bis 2~ i~grab~e 
Funktion, die nur an einer oagliclwn Anzah~ yon SteY~n dieses Interv~dles 
unena~ich wird, so konvergiert die Folge der arithmetischen Mi~d S,(x) 
an jeder S~dle x,  wo f (x) stetig ist, oder eine Diskontinui~t yon der ersten 

1 
Art besitzt, umd zwar zu y [ f  (x + O ) +  f (x- -O)]  als G~enzwert. 

Um fiir f ( x )  eine an den in Be~acht kommenden Stellen konvergen~ 
t~eihenentwickelung zu bekommen, bilden wit, in fiblicher Weise: 

(s) s~ + ~ ' ( s . -  s~_O. 
~t=2 

Eine kleine Reehnung zeigt, dab 
2~t 

s.-s~ da. 
- n(n- :) 

0 

Wenn wir daher die Funk~ionen 

cos ~ + e cos e ~ + .  �9 + (n -- 2) cos (n - 2) 

is~, so erh~l~ man 

c~(~) = 

Hier is$ 

n(n--1)' 

wo %,+~(n) das ( 2 k +  1) ~ Bernoul l i sehe  Polynom bedeu~e~. O=(n) 
is~ also eine ganze rationale Funlr~ion 2k ~ GraAes in n, welche tier 
Pof~uz n ~k in der En~wiekelung yon cos n~ en~sprieht. 

~-(-~) = , ( , -  2) , 

(n = 2 ,  3 , . . . ,  ~) 
einfiihren~ so erh~il~ die Reibe (8) die Form 

2et 2r t  

0 n = 2  0 

eine zur F o uri  e r sehen vollkommen iitmliehe Reihenentwiekelung. Dabd 
en~sprieh~ die Funktion c,(~) in der En~wickelung (23 der Funk~ion 
cos n~ in der Four ie r sehen  En~wiekelung (13. Die Funktionen c~( U 
und cos n~ haben in der Ta~ wieh~ige Eigenschaften gemeinsam, c,(~) 
is~ nach 20r periodiseh, bleib~ dem absoluten Betrage nach < 1 fiir jedes 
reelle 6, ha~ eine ~hnliche Wurzelverteilung wie cosn~, und aueh ihre 
Po~enzreihenentwickelungen kSnnen in einfache Beziehung gese~zt werden. 
W~hrend n~i,mlieh 

cos n~ = 1 ~, + XY., . . . .  
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Isi f(x) iiberall s6etig, so konvergiert die FoIge (2) der S,(x) (oder 
die Reihe (2')) tiberall, trod zwar gleichm~i~ig. Genauer formul/ert: 

Z u s a ! z  zum H a u p t s a t z e :  Ist die den Bedingungen des tlau2tsatzes 
geniigende Funktion f(x) in einem Intervalle (b, c) (0 ~ b < e ~ 2z~) aus- 
nahmslos stetig, so konvergieren die S,(x) in jedem Intervalle (b~, c~) 
(b < b~ < c~ < c) gleichm~flig zur Grenzfunkffon f (x). 

Unsere Beweisftihrungen lassen dies sofor~ erkennen, wenn man noch 
die Tai;sache hln~unimm~, dh~ die S~etigkeit einer Funk~ion in einem 
Intervalle ihre gleicbmgi~ige Stetigkei~ nach sich zieh~. 

Es ist tiberhaupt bemerkenswer~, wie die Approximagonskurven 
S,,(x) (n ~ 1, 2 , . . . )  sich so zu sagen yon Beginn an der beliebigen 
integrablen abet endlichen FunkCion anpassen. Es is~ ni~mlich 

X 

2 

1 [ sin n/~ (n = 1, 2 , . . . ) .  

die Ungleichheit 

fiir 

2 

2 

far 

O ~ x ~ 2 ~  und n = 1 , 2 , 3 , . . .  

d. h. keine der A~rroximationsfunktionen S~ (x) nimmt eine~ gr~fleren Wert 
a~ als f(x), und keine einen kleinern Wert als f(x) - -  eine Eigenschaf~ 
die den Four ie rschen  s,(x) auch schon bei sehr elnfachen f(x) nicht 
zukommt. Hingegen bleib~ jene Eigenschaft der Four ie rschen  An- 
n~ihenmgskurven, dab je zwei, s,(x) trod s,(x) sich anbeding~ schneiden 
und dab jede yon ihnen die (sf~tige) Grenzkurve f(x) s c h , e i d e ~ -  auch 
far die Kurven S,(x) erhalt~n, denn es ist;*) 

2z~ 2 ~  

f (S~(x)--S,(x))dx= O and . (S~(x ) - -  f ( x ) d x =  O 
0 0 

k, l =  1, 2, 3, - . -  

*) Figuren zur Illust~ration der k~aerungsar~ der sn(x ) ilnde~ man z.B. in 
dean Buche yon Byerly: An elementary ~re~ise on Fouriex's series, p. 63, 64. 

Shad nun M trod m die JWeiers~raBsche obere resp. untere Grenze der 
Funktion f(x) ftir das Intervall (0, 2~), so ergibt sic]a, da doch 
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Im folgenden wollen wir zeigen, dal~ die Betrachtung der arithmetrischen 
Mittel auch bei einer andern wichtigen Frage der Theorie der F o u r i e r -  
schen Reihen yon Nutzen ist. 

Nehmen wir die Funktion ~ - - x  Ihre ~ f(ir das Intervall (0, 2x) 
2 

beztighche F our iersche EnL-wickelung lautet: 

(9)" : , - -x  s inx  s i a 2 x  sin 3x 
- -V-__- - -V-+  ~ + - - V -  + . . .  . 

1 
Die Funktion hat den Differentialquotienten 2 ,  wiihrend die ghed- 

weise Differentiation die total divergente trigonome~rische Reihe 

(10)  cos x + cos 2 x + cos 3 x + . . .  

liefert*). Wit  sahen abet schon dab die axithmetischen Mittel der Reihe (10) 
1 

wirkhch konvergieren, und zwar zu 2 alsGrenzwer~**). 

Diese spezielle Bemerkung l~Bt sich zu folgendem allgemeinen Satze 
erheben: 

Ist f (x) eine :Funktios, welche, mit Ausnahme einer endlichen Aszahl 
yon Stelles a~ des Intervalles (0, 2z),  an welches sie einen einfaches Sprung 
erleidet***), iiberaU stetig ist, und eine stetige Ableitung f ' ( x )  besitzt, so 
ist die aus der Fourierschen Reihe yon f (x) 

+ ~ (a~ cos nx + b~ sin sx)  ao 
n = l  

dutch gliedweise ~fferentiation erhaltene BeiI~e 

(nb~ cos s x  - -  n a .  sin n x )  

b&asntlich fiir jedes x divergent w wiihrend die arithmetischen Mittet dieser 
t~eihe eine ~ yon den Stellen a~ abgesehen iiberall konvergente Folge 
bilden, die als Grenzfun.ktios die Able#ung f ' ( x )  besitzt. 

Es geniigt den Satz fiir eine ]~unktion f (x)  zu beweisen, die nur eine 
einzige Sprungstelle a (0 < a < 2z) besitzt. 

Da die Ableitung f ' (x )  stetig ist, so konvergieren die arifllmetischen 
Mittel ihrer Four ie r schen  Reihe 

*) Die Reihe (9) ist im wesentlichen das klassische Beispiel yon A b e l ,  welches 
zum erst~en Male bei der gtiedweisen Differentiation einer unendlichen Reihe zur 
Vorsicht mahnte. 

*'*) S. Gleichung (3"). Die Stellen O, ! 2 ~ , . .  �9 shad natiirlich wiecler aus, 
genommen. 

Is~ f ( §  0 ) = ~ f ( 2 z r -  0), so rectmen wir die S~elle 0 (oder 2~r) a,uch zu 
den a r - -  s. 
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(11) 
l r ~ = l  

gewil~ zu f ' (x)  (you der SteUe a abgosehen). 

o o  

t ~ �9 p a o + ~ a,  cos nx + b~ sin n x) 

f ( a - O )  -- f (a  + O) = D~, 
partielle Integration 

Wenn wir nun den Sprung 
setzen, so erh~lt man durch Zerlegung und 

.D• a . '  ~--- ~ COS n a + n ~ 

b n' ~ "~-Da Sin ~ a ~ ~ a~ 

, D~ 
tTO ~ 2 ~  

und die Reihe (11) erscheint in folgender Form: 

. D  a 
cos n ( a - -  x)+ (nb,~ cosnx --na~sinnx) } . 

{ 2 }  D a 1 
. + cos (a-x) 

n = l  

Der Teil 

kann abet weggelassen werden, da doch die arithmetischen Mittel dieser 
Reihe fiir jedes x zu 0 konvergieren, die Stellen a + 2kz  ausgenommen~ 
die uns abet ohnedies nicht interessieren*). Folglich konvergieren schon 
allein die arithmetischen Mittel yon 

(nb cosnx--na s'mnx) 
n = l  

zu f'(x) w . z . b . w .  
Die Konvergenz ist wieder eine gleichm~iBige 

das yon Sprungstellen frei ist. 
in jedem Intervalle, 

w  

H f i l f s a t z .  

Bevor wir zu den Anwendungen tibergehen, schicken wit einen all- 
gemeinen Grenzwertsa~ voraus, der auch b'ei andern Untersuchungen yon 
Nutzen sein dth~fte. 

Es sei ~ u~ eine divergente J~ihe, wdche abet nach der Ausdruc~weise 
n = O  

des Her~a Ces~ro**), ,,einfach unbestimmt" ist, d. h. eine Reihe fiir wdche 
der Crrenzwert 

*) S. Gleichung (3"). 
**) Bulletin de D a r b o u x :  1890, p. 114. 
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(12) lira. & = S, 

& = So + S~ + . . . +  8. 

n = O  

existiert. 
geniigt 

M td~l M Oa) t~(t)! < ~ + ~ ,  ~ < t'+---~' 

Es sei ferner ~(t) eine Funktion*), welche folgenden Bedingungen 

wenn t pos i t iv i s t  und > 1. M und Q bedeuten bier positive Konstanten. 
])ann ist die Reihe 

oo 

@4) F(0 =~.~(nt) 
n = O  

fiir jedes positive t konvergent, und - -  wenn ~ ( 0 ) =  1 - -  

lim. F ( t) ---- S. 
t=+O 

Beweis .  Die Reihe (14) is~ in der Tat ftir jedes positive t kon- 

vergen~; denn aus (12) folgt leicht, dab lira. ~ = 1 ist, und also mit 

Beriicksichtigung yon (13) die Vergleichbarkeit mit der Reihe 

Da 

folglich 

n~-+e" 
n=l 

u.-~(nq-l)S.--2nS._~ q- (n-- I)S,,_~ 
(&~=&~=O), 

(~=o, 1, 2,...) 

F(t) = ~  {(n+ 1)S~-- 
~ = 0  

oder nach den S~ orduend**) 

Se~zen wir 
& = s + ~ .  

daml ergibt sieh die Zer leg~g  

(lira. ~. = O) 

*) Bei den Anwendungen des Satzes wird sie eine ganze transcendente Fu~k- 
tion sein. 

**) Dies ist infolge der Bedingung (13) gestattet. 



= s + n(t) 

und wir behaupten also dal~ 

lim./~(t) ----- O. 
t = + O  

Um dies zu zeigen, w~hlen wir eine yon t unabh~tgige gauze Zahl v, 
sodal~ !e,t < 6 wenn n > v ,  und eine andre g~mze Zahl ~V, sodag 

(15) (N--1) t  s 1 < N t  

unter (~ eine positive GrSBe verstehend. Wir zerlegen nun 

*, 27 r 

0 ~+I N + I  

= ~ + ~ + ~ .  

Ist t gehSrig klein, so ist gewiB 

trod es handelt sieh im wesentliehen am die Abseh~tzuag yon/~2 u n d / ~ .  
Dies gest~ltet~ sieh folgenderweise: 

N 

1~i < ~ ( ~ + 1 )  ~ ( . t ) - 2 ~ ( ; - + ~ t )  + ~(.+--~t)] 
~ + 1  

und da ffir. jedes n lind t 

nt < ~ < (n+2)t ,  
so erhalten wir 

~V 

< ~. 2tb ~ (~+ 1), 
0 

wo tt posit ivist  und so gew~hlt, da~ 

I~"(~)I < ~ we. .  

F f i r / t  3 haben wit: 

o s 1 6 3  

Mi~ Bedicksich~gung yon (15) erhal~n wit endfich ~ir 

�9 t~ (hr+ 1) ( N + 2 )  < 6 l , ~  
(N-i) ~- 2 

N +  1 

(n-t-- 1) { m"(~J) 1, 
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und da naeh (13) 
M M < 

1 
und naeh (15) t > ~ ,  so isis 

( 
\ ~v+l 

und weil man bekannt;lieh 
jedes _N" 

so erhalten wir schlie~lieh 

eine positive ZaM G finden kann, sodaB ffir 

ao 

Ne ~_~ (n + l ) -n~ ~ < G, 
~ r + l  

ffir gehiirig kleines t w. z. b. w. 
Zusatz:  Sind die u~ Funktionen eines ~arameters ~ und konvergieren 

die arithmetischen Mittel S , (~)  gleichmiiflig zu S(~) ,  so "I~mvergiert a u c h - -  
wie leicht ersiehffich ~ F( t ,  ~) fib" t = + 0 gleichm;iflig zu S(#) .  

Wit heben einige spezielle Fiille unseres Htilfssatzes hervor. 
Die Funk~ion 

= e - :  

geniigt den aufgestellien Bedingungen~ folglieh ist 

oder e -~=  r setzend 

(16) 

~0 

0 

lira. ~ u.r" = S 
r = l - - O  

0 

ein bekannter Satz des Herrn Frobenius*) .  
Wenn wir weiter 

nehmen, so erhal~en wit einen neuen Satz 

ao  

lira. ~_~ u~e - ~  = S 
t = + O  0 

(17) 

*) Crelle Jom~,1 
Reihen an der Y~onvergenzgrenze, Math. Annalen Bd. 20, p. 5~5--549. 

Mathematische A~a2en .  LVILI, 

Bd. 89, p. 262~264.  Vgl. auch H S l d e r ,  Grenzwerte yon 

5 
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oder*) auch 

Ia~oPoLu F~..~n. 

cO 

lira. ~ u ~ r  "~ 
r = l - - O  

0 

= 8  

USW. 

Zu allen diesen S~tzen l~iBt sich ein, dem 
Z u s a t z  formulieren. 

obigen entspreehender 

w  

Anwendungen. 

Wir gehen je~zt zu einigen A nwendungen unsrer Untersuchungen fiber. 
a) Es sei f(tp) eine nach 2~t periodische, fiberall stetige Funktion 

yon r rnit der F o u r i e r s c h e n  Reihe 
QO 

a o + ~ (a n cos n ~ + b n sin nip). 

Bflden wir die Rei]ae 

(18) t ) ( r ,  q~) = a o + (a. cos ncp + bn sin n~)r' ,  

so ist diese f i i r r  ~ 1 konvergent und geniigt der Potentialgleichung 

~-~+  ~-~ = o. 

Da nun nach unserm Hauptsa~ze die ari~hme~ischen Mittel der Koef- 
fizientenreihe der Potenzreihe (18) gleichm~Big zu f (~)  konvergieren, so 
f o l g ~ -  mit Benu~zung des Satzes (16) und seinem Z u s a t z e -  dab 
P(r ,  ~) fiir r = 1- 0 gleichmiiflig zu f (~ )  konverg~. Es l:~t sich also 
der sogenannte ,Satz vom Poissonschen  Integrale" wirklich direkt durch 

*) Um eine kleine Anwendung dieses Satzes zu geben, betrachten wir die Potenz- 
reihe in q 

e,(~, q) = r + ~ ( - -  1)'q n" cos ~ n ~ .  
n ~ - - t  

Hier ist die - -  im wesentlichen schon oft betrach~te --  I~ihe 

1 "4- . ~  (--1) ~ cos 2n=~ 

ffir jedes 1, auBer ~ - ~ -  2 ' - - - 2 " ' "  einfach unbesNmm~ und liefer~ den Grenz- 

wen 8-= O. Folglieh ist llra. ~'~(~, q)=. O. (gergl. in Borels Legons sur les sgries 
q=l--O 

divergentes p-7 den Beweis des Harm Tannery.) 
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die urspriingliche Reihenen~wickelung (18) erweisen. Dies mag  
historisehem ln~eresse sein*). 

Bflden wir welter  
~5 

(19) O(~, ~) = a o + ~ (a~ cos n ~  -}- b~ sin n~)e - ~ ,  

yon 

so ist diese Reihe ftir v :> 0 konvergent ,  genii~o~ der W~irmeleitungs- 
gleichung **) 

~ ~3~ ~' 

und geht fiir r = + 0 gleichmiiflig in ~ber. Dies folg~ mi t  Hiilfe des 
Theorems (17) und seinem Zusaize. 

b) Der  bekannte ]~reierstraflsche Satz iiber die Ann~herung einer be- 
liebigen stetigen tzunktion dutch endliche trigonometrische t~hen  ist ein 
Korollarium unseres Hauptsatzes. Man entwickele die ste6.ge Funkt ion  f(x) 
in die F o u r i e r s c h e  Reihe,  so haben die ar i thmetischen Mit~el S~(x) die 
verlangte Eigenscha~.  Die M5glichkeit  durch Polynome zu approximieren 
f o l ~  dann sehon bekannthch  sehr einfach***). 

c) Folgende knwendungen  beziehen sich auf  Fragen,  die in der Theorie 
der konvergenten F o u r i e r s c h e n  Reihen au~reten.  

*) Vergl. H. A. Schwarz :  Gesammelte Abhandlungen Bd. I~ p. 189. 
**) Den Satz fiber die Re[he (18) hat zuerst Herr Schwarz  bewiesen, und Herr 

P i c a r d  benfitzt die gleicbm~t~ige Konvergenz zum Beweise des Weiers t raBschen 
Satzes fiber die Approximation einer s~etigen ]~hmktion dutch endliche trigono- 
metrische Re[hen. 

Den tiefer liegenden Satz (19) hat Weiers~rat~ bewiesen und benutz4 den 
gleichm~i~igen ~Tbergang in f(~) eben zum Beweise seines gerade erwi~lluten Satzes. 
Wir sehen abet, dat~ eigent~ich an der Spitze unser Hauptsatz zu s~llen ist, denn 
aus ibm folgr am natiirlichsten der Weiers~rafische Satz fiber die s~mtige Funktion, 
die S~tze (18), (19) usw. Vergl. in P i c a r d s  Trait~ d'Analyse 2 i~me Edition Bd~ I, 
p. 283--287, wo der Weierstral~sche Grundgedanke mit grSl~t~r Klarheit hervor- 
gehoben wird, und auch Po incar6 :  Propa~o~tion de ]a chalem- chap. V. 

***) Dutch die eben angegebene Weise l~Bt sich der Weiers t ra~sche  Satz ffir 
eine stetige Funktion f(x) beweisen, die in einem beliebigen endlichen In~ervalle (a, b) 
defmiert ist. Ist ( ~  ~ ,  -{- oo) das Definitionsintervall, so verf'~hrt man folgenderweise. 
man bestimmt ffir jedes n eine ganze rationale Funk~ion /~n(x), sodal~ 

1 
lf(x)---~Ax)l <-~ 

wenn ~ n ~ x ~ n. Die Reihe 

st~ll~ dann die Funktion f(x) dar, und 
m~l~ig (und absolu~) konvergent, 

ist in jedem endlichen In~rvalle gleich- 

5 �9 
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Es sei f(x) eine F,-l~tion die den Bedingungen unsres Haup~sa%zes 
geniig~ Angenommen, dab die Four iersche  Reihe yon f(x) an einer 
Stelle, wo f(x) ste~ig is%, konvergiert, stellt sie dort notwendigerweise den 
Funktionswer~ f(x) dar? Bekannflich ja, und wir zeigen dies folgender- 
weise: Vorausgese~zt dab die Fourierschen s,,(x) nich~ zu f(x) konver- 
gieren, so mfiBten auch die arithmetischen Mittel S,(x) zu diesem yon f(x) 
verschiedenen Grenzwer~e zustreben. Das steh~ mit unsrem Ha uptsaize 
in W i d ~ r s p r u c h . -  Ebenso I~B~ sich zeigen, dab die S,(x) an einer 

1 
Sprnngs~elle nut zu y [f(x+O)+f(x--O)] konvergieren kSnnen. Der 

Charakter der Divergenz der s~(x) ka,nn an einer Stetigkei~sstelle x nur 
ein oscilla~orischer sein und f(x) Yleg~ notwendigerweise zwischen den 
Unbestimmtheitsgrenzen der schwankenden s,(x). Analoges gilt ffir eine 
Sprungstelle. 

d) Wir wollen einiges fiber die Eindeutigkeitsfra#e bemerken. Nach 
dem Sa~ze des Herr~ Cantor  folg~ ans der Gleichung 

a o + a~ cos x + b~ sin x + . . . .  0, 

dab s~mtliche Koeffizienten der linkss~ehenden trigonome~risehen Reihe 
-----0 sind, wenn diese Reihe mit Ausnabrne einer endlichen Anzahl yon 
Stellen des IntervaUes (0, 2u) konvergierf~ DaB die Konvergenz }:der 
wirl~!ich tier benutzt wird, darin mag uns vielleicht folgende Bemerkung 
best~rken: 

Wenn die arithme~isehen Mittel einer trigonometrischen Reihe, mit 
Ausnahme einer endlichen Anzahl yon S~ellen des Interva~es (0, 2~) 
fiberall zu 0 konvergieren, so folg~ daraus das Verschwinden der Koef- 
fizienten nicht. In der Tat die Reihe 

1 
~- + cos x + cos 2x + - �9 - 

besitzt die erwi~hnte Eigenschaf~ ((M. (3')) and hat nicht lauter verschwin- 
dende Koeffizienf~n. Ob nich~ das Verschwinden s~,m~licher Koeffizien%en 
folg~, wenn wit Ausnahmesf~llen ausscblieBen, bleibe noch dahingestellt. 
Jedenfalls besteht aber folgender, dens bekannten Satze yon R i e m a n n  voll- 
st~ndig analoger Satz: 

Es sei 
~o 

+ ~ (a. cos nx + b. sin nx) ao 

eine trigonometrische Reihe die an einer Stelle x einfach unbestimmt ist, 
und den Weft f(x) n~fer~*). E ~ e  viermalige gliedweise Integration ergibt 
die fiberall konvergen~e Reihe 

*) Es sei ferner I an I < ~ ,  [ bn I < n2 wenn n eine gewisse Grenze fiberschreif, et. 
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oo 

ao x 4 ~ _ ;  a~ cos n x  + b~ sin n x  
F ( x )  = C + C ' x  + C " x  ~ + C ' " x  3 + ~4 t- ~, 

und der sogenam~.te mittlere vie~e DifferenT, enquotient~ yon F(x) 1~t~ die Form: 

zx~(t) _ F ( x + ~ t )  - ~ ( x +  ~t) + 6 F(x)  - ~ F ( x , - ~ t )  + ~ ( x - ~ t )  
16 t 4 16 t 4 

r  

= a o  + ~ (a~ eos ~x+b,, sia nx) Pi="t't~. 
\ n t ]  

n = l  

Es bes~eh~ nun: 

Dies 

nehmen. 

T ~  = f ( x )  

folg4 aus unserem allgemeinen Grenzwer~satze, wean wit 

GSt t ingen ,  im Januar 1903. 


