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Untersuchungen iiber Fouriersche Reihen.

Von

Lrororp Fejer aus Budapest.

Einleitung.

Es sei f(z) eine reelle Funktion der reellen Variabelen z mit der
Periode 2m, welche iiberall stetig ist. Bekanntlich glaubte Dirichlet
und wahrscheinlich auch noch Riemann, daB die zu f(z) gehdrige
Fouriersche Reihe

(1) s f ;(oc) da + Zi [—;— f ;(oc) cos n (e — 2) da]

iiberall konvergent sei. Du Bois-Reymond zeigte, daB dies nicht der
Fall ist, indem er eine iberall stetige Funktion konstruierte, deren
Fouriersche Reihe an iiberall dicht liegenden Stellen divergiert. Es
bleibe nun dahingestellt, ob es stetige Funktionen gibt, deren Fourier-
sche Reihe fiir jedes # divergiert*) — jedenfalls konnen wir sagen: aus
der bloBen Stetigkeit der Funktion an einer Stelle z folgt die Konvergenz
der Fourierschen Reihe an dieser Stelle noch nicht. BEs miissen viel-
mehr noch fiir den Modus der Stetigkeit — wenn uns dieser Ausdruck
gestattet ist — gewisse Beschrinkungen hinzugezogen werden*¥), damit
die Konvergenz der Reihe gesichert ist.

Indem wir aber die in der Literatur etwas zu ausfiihrlich behandelte
Frage nach den hinreichenden Bedingungen fiir die Konvergenz der
Fourierschen Reihe fallen lassen — wenden wir uns zur Fourierschen
Reihe mit einer Fragestellung, die der Borel-Mittag-Lefflerschen in
Bezug auf die Potenzreihe komplexen Argumentes vollkommen entspricht
und folgendermaBen lautet:

) Wie es z. B. stetige Funktionen gibt, die an keiner Stelle einen Differential-
quotienten haben.

*) Wir denken an die bekannten Beschrinkungen von Dirichlet, Lipschitz,
Jordan u. s. w,

4%
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Ist es moglich aus der zur stetigen Funktion f(z) gehorigen Fourier-
schen Reihe, b. w. aus der mit ihr #quivalenten Funktionsfolge

(1 SO(x)) sl(x)7 T sn(x), Tt

wo
o7 27
s,(x) = g;ff(oc)da -}—2 {:t—ff(oc cosv(a——x)dec} ,
0 v=1 0

eine andere Funktionsfolge abzuleiten, welche aber fiir ein beliebiges x
konvergiert, und zwar zu f(z) als Grenzfunktion? Dies ist in der Tat
moglich. Man gehe einfach von der Folge (1) zur Folge der arith-
metischen Mittel iiber

&22 55(2), w} e 30(”)+"'+3n~1(x)’.”

Y/

s0 besitzt diese neue Funktionsfolge, welche ebenso aus endlichen trigono-
metrischen Reihen besteht wie die Folge (1), die verlangte Eigenschaft.
Es zeigt sich auch, daB die Folge (2) in jedem Intervalle gleichmiBig zu
f(z) konvergiert, wihrend die Folge (1) — wenn sie auch fir jedes z
konvergiert — nicht gleichméfig zu konvergieren braucht.

Wenn weiter die — noch immer stetige — Funktion f(z) an einer
Stelle o des Intervalles (0, 2x) integrabel unendlich wird, so ist die Folge
der Partialsummen (1) im allgemeinen wieder divergent®). Ks miissen
auch hier gewisse — den Modus der Integrirbarkeit an der Stelle a be
schrinkende Bedingungen hinzugezogen werden*¥), damit die Konvergenz
der Folge (1) an einer Stelle z (z 2 a) gesichert ist. Es zeigt sich,-daB
die Konvergenz der Folge (2) durch das Auftreten einer Stelle a, wo
f(z) beliebig integrabel unendlich wird, ungestort bleibt.

Nehmen wir weiter eine Funktion f(z), die an einer Stelle a eine
Unstetigkeit erster Art besitzt und sonst z. B. beliebig oft differenzierbar
ist. Bekanntlich ist dann die aus der Fourierschen Reihe von f(z)
durch gliedweise Differentiation gewonnene trigonometrische Reihe fiir
jedes « divergent. Wenn wir aber fiir diese Reihe die betreffenden arith-
metischen Mittel bilden, so erweisen sich diese als konvergent und geben
als Grenzfunktion die Ableitung f'(x).

Indem wir die Aufzihlung der Sitze unterbrechen, erwihnen wir
bloB, daB sie viele Anwendungen gestatten, welche sich auf die Theorie
der konvergenten Fourierschen Reihen und mit ihr zusammenbingenden
Fragen beziehen.

% Auch wenn z.B. /() in den Intervallen (0, a —¢) und (@} ¢, 27) — 6 >0 —
den einfachen Dirichletschen Bedingungen geniigt.

**) Wir denken an die Bedingungen von Dirichlet, Du Bois Reymond,
Harnack usw.
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Unsere Untersuchungen lassen iiberhaupt die Theorie der konver-
genten Fourierschen Reihe in neuem Lichte erscheinen — wie denn
iiberhaupt das Studium der Divergenz einer Funktionenreihe ein tieferes
Eindringen in die Natur der Reihe gestattet, eine Tatsache die schon
allein der Theorie der divergenten Reihen eine Existenzberechtigung gibt*).

Inhaltsverzeichnis:

§ 1. Ausfithrung der in der Einleitung schon groBStenteils angedeuteten Unter-

suchungen.
§ 2. Hilfsatz.
¢ 3. Anwendungen.

§ 1.
Konvergenz der arithmetischen Mittel der Fourierschen
Partialsummen.

Es sei () eine Funktion deren absoluter Betrag im Intervalle von
0 bis 2% eine endliche obere Grenze besitzt. Eine weitere, von der Natur
der Sache geforderte Beschrinkung sei die, daB sie integrabel ist. Wenn
nun 2 eine Stelle bezeichnet, wo f(x) entweder stetig ist, oder eine
Diskontinuitdt von der ersten Art besitzt, so soll bewiesen werden, daB
die unter (2) stehende Folge der arithmetischen Mittel konvergiert, und zwar

w5 {f(5+0) +f(x—0)} s Grenzwert.
Wir schicken voraus, daB die Reihe
—;“—)— cos & +cos29 +---Fcos(n—1)& +---
selbst zu den divergenten Reihen der betrachteten einfachen Natur gehort.
Es ist nimlich

0, 3 =-;—+ cos P+ .- cos(n__l)a:lcos(”"‘”l)'ﬁ”——cosnﬁ

2 1 — cosdr
folglich
. nd\ 2
gin —
(3) 6+o6+---+e6,.4 1 1—cosnd 1 2
n T om 1 —cos® 2nl . @
sm-é—

Wenn also & 2 2kx (k=0, +1, =2,--.), so ist
(3/) ﬁm60+61+"'+6n—1=0

w

*) Diese Arbeit ist — von einigen Modifikationen abgesehen — in der unga-
rischen Zeitschrift: ,Mathematikai és Physikai Lapok“ (1902) erschienen; kurze
Notizen tiber denselben Gegenstand sind in den Comptes Rendus (1900, 10 décembre
und 1902, 7 avril) publiziert.
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und es existiert also ein ganz bestimmier Grenzwert. — Wenn wir nun
der Kiirze halber

(@) + 6@ + -+ 5-1(0)
p == = 5,(2)

setzen, so erhalten wir mit Beriicksichtigung der Formel (3)

27

8,(z) = 2”"ﬁ( )( “)m) da
Sln 3

oder mit Beniitzung einer Integrationsvariabeln

o2
f=—

x
n_~

@ S,(@) = = f fo+28) (S0 ap.

2

Wihrend man also in der Theorie der konvergenten Fourierschen Rethen
den Grenzwert des Dirichletschen Integrals

x
7:..,_._

@ =2 j fat2p) S2C2ZDE 4

untersucht, so haben wir hier den Grenzwert des Integrals S () unter
(4) zu bestimmen. Von diesen beiden Integralen hat S ,(z) den ein-
facheren Charakter. Wakbrend nimlich im Dirichletschen Integrale neben

f der Faktor W steht — bel dem die Anzahl der Zeichenwechsel

mit # unbegrenzt wichst — tritt im Integrale S,(2) neben f der niemals

negative Fakfor (Si?;gg )2 auf. Diesem Umstande ist es zu verdanken,

daB man bei der Bestimmung des Grenzwertes lim S,(2) im wesentlichen

mit dem ersten Integralmittelwertsatze auskommen kann, wihrend die
Grenzwertbeshmmung hm .(2) die Anwendung des fiefer liegenden zweiten
bendstigt.

Nehmen wir an daB 0 <2z < 2x. Es geniigt offenbar den Grenz
wert des Integrals

®) - f ®) (S32F) ap
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zu untersuchen, wo ¢ (B) eine an der Stelle O von rechts stetige Funktion

bedeutet und 0 < a < =.
Nach Voraussetzung liBt sich zu einer beliebigen positiven Grife 6

eine GroBe & bestimmen, so daB
lo(h) —@(+0)| <0
O<h<e<m—a.

Dann zerlegen wir in iiblicher Weise

Jn=n”‘2f 9 () sgnnﬁﬁ ap "‘f ) sz“nﬁﬁ
0 .

wenn

Besteht nun

leB) <M
wenn

0<p<La,
80 ist

Vi | < smz

und mit Beniitzung des ersten Integralmittelwertsatzes:

&

iy= (PO + 1) 5 (Si?”ﬁ)zdﬁ,
0

sin 8
wo
In| <a.
Nun hat man weiter
& T 7
1 sinnf\? ., 1 sin nf\2 1 sin nf\?2
Ho (sinﬁ)dﬁ“'ﬁ; (sinﬁ)dﬂ_n_az (smﬁ)dﬂ
0 &
A . = jn - jn,
Hier ist

., 1
i 1 < nsin®*s
und infolge der Identitit (3)

.1 sinnfy\? ,, 1
Jn"‘;{?céf( sinﬁ) WB=7
Folglich erhilt man

I, = (@0 +n) (5—i) +

und also
9 (H0)
Jn“’""’é"—‘!<6’

wenn nur # gehdrig groB ist.
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Wir kénnen damit den Saiz
lim. 8,(2) = 5 {f(@+0) + f(z—0))

als allgemein bewiesen betrachten, da im Falle x = 0 die Gleichung

lim. 8,(0) = 5 {f(+ 0) + £ (22— 0)]

sich in analoger Weise leicht ergibt®). —

Wir lassen nun die Beschrimkung der Endlichkeit der Funktion f(x)
fallen und behandeln auch den Fall, wo sie unendlich wird, da wir glauben,
daB dieser auch einiges Interesse darbietet. — Wir nehmen an, da8 f(z)
an eimer endlichen Anzahl von Stellen des Intervalles (0, 2x) unendlich
wird, unterwerfen sie aber oupfer der Integrierbarkeit — die doch immer
durch die Natur der Fragestellung gefordert ist — lkeiner weitern Be-
schrimkung. Wihrend das Auftreten solcher Unendlichkeitsstellen die
Konvergenz der Fourierschen Reihe fiir ein beliebiges « zerstoren kann*¥),
bleiben die arithmetischen Mittel S, (x) — und das soll eben jetzt be-
wiesen werden — konvergent, so daf also wieder

Jim, 8, () = 5 [f(&+0) + F(z—0)]

ist, an jeder Stelle 2, wo f(z-+0), f(x—0) beide existieren.
Das hingt mit folgendem Satze zusammen:

Ist f{x) in einem Intervalle (a, b) integrabel wnd mit Ausnahme einer
eimzigen Stelle ¢ des Intervalles endlich, so ist**¥)

b
. 1 i
}E—% -Eff(cc) oos (Be)da = 0.

*) Auch im Falle daB die Funktion sich an der Stelle z beliebig verhalt, last
sich {iber das Schwanken der S, (x) etwas aussagen. Ist nimlich M(x) die GriSte,
m(z) die Kleinste unter den vier Unbestimmtheilsgrenzen der Funktion f(z) an der
Stelle =, sgo ist

m(z) < lm. inf. §, (z) < tm. sup. 8, (&) < M(x).
T A= - a=w® -

Etwas Analoges findet bei den Fourierschen s,(x) nicht statt.
*¥) Riemanun: Habilitationsschrift. Ges. Werke B. 246.
) Dieser Satz ist die Verallgemeinerung eines bekannten Riemannschen

3

Satzes, vach welchem schon lim. f fla) sinnada = 0 ist, wenn f(e&) im Intervalle
N=® oy

(@, b) eine endliche obere Grenze besitzt. Ist dies nicht der Fall, so kann das Inte-

gral mit wachsendem = beliebig groB werden. Riemann: Habilitationsschrift.

Ges. Werke S. 246).
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Es geniigt offenbar zu zeigen, daB

(4

113:0 -:7 f(e)sinnede =0

ist. Nach Voraussetzung kOnnen wir zu einem beliebigen positiven d
eine positive GroBe & finden, so daB

(6) §fo(a)duf <8,

wenn
c—eLoelr<e.

Wir zerlegen dann:

—%ff(u) sinnoeda-{——;—ff(a) sinnede

== i, + i,
Ist nun _
f@)| <M
wenn
alz<Lc—eg,
so besteht:
i < =D,

Um ¢, abzuschitzen, bezeichnen wir nacheinander mit

Ogy Ogy = = %y U, _4, &,
n

5, welche in das Innere des Intervalles von
(c—&) bis ¢ fallen, und zerlegen dieser Einteilung gemi8

Y,

C—& &y Gy oy Gy

jene ungeraden Multipla von

wo als gemeinsamer Integrand f(«)sinne zu denken ist. Jedes dieser

Teilintegrale hat einen absoluten Betrag der kleiner ist als 29. Denn
es ist z. B.

@ § a,
ff(cx) sinnede = sinnoalff(a)da—}— sinne | f(e)de,

o <E<e
infolge des zweiten Integralmittelwertsatzes, woraus die Behauptung schon
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folgt, wenn wir die Ungleichung (6) in Betracht nehmen*). Wir er-
halten daber
nliy| < +1) 26,

wo v zwar mit #» ins Unendliche wichst aber dennoch immer die Un-
gleichung

@+ T Le—(o—8) =2
besteht. Folghich ist

i<
und
i%ff(a)sinnada£<m%ﬂ+—2—§6
und ‘
<%

wenn n gehdrig grof ist.

Damit ist aber der Hilfsatz schon bewiesen.

Ganz #hnlich kann man zeigen — und das ist eigentlich der Satz,
den wir sogleich gebrauchen werden — daB witer den ndmlichen Voraus-
selzungen auch

5
Iim. %ff(a) sinfnede =0

st —

Betrachten wir nun wieder das Integral (D) aber unter der Axn-
nahme, daB @ (8) an einer Stelle ¢ des Intervalles beliebig integrabel um-
endlich wird. Wenn wir zeigen konnen daB

(D lim. ”“f:’(f)p sin*ngdf = 0,

-
wWo

O<e<<e<a<m,

so kénnen alle iibrigen SchluBfolgerungen beibehalten werden. Die unber
(7) ausgesprochene Behauptung ist aber eine direkte Folge des eben be-
wiesenen Hilfsatzes, so daB wir also zusammenfassend sagen konnen:

[
*) Der letzte Teil | bietet wegen
[+'4

=)

ey &y

—-¢

geine besondere Schwierigkeit.
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Hauptsatz: Ist f(z) eine im Intervalle von O bis 2z infegrable
Funktion, die nur an eimer endlichen Anzahl von Stellen dieses Intervalles
unendlich wird, so konvergiert die Folge der arithmetischen Mittel S,(x)
an jeder Stelle x, wo f(x) stetig ist, oder eime Diskontinuitit von der ersten

Art besitet, und zwar zu [f (z+0) + f(x—0)] als Grenzwert.

Um fiir f(x) eine an den in Betracht kommenden Stellen konvergente
Reithenentwickelung zu bekommen, bilden wir, in iiblicher Weise:

®) 8, + 3(8,—8,_,).

n=2

Eine kleine Rechnung zeigt, daf

27
1 cos(a —x)+2co82(ec—z)+- - —{—-(nmi)cos(m—-—l)(o:———x)

Wenn wir daher die Funktionen
o, (¢ cos £ 4 2cos 2& - - —}-(n-—l)cos(n-—l)s
)= n(n — 1)
(” =2 ’ 3 ’ ) )

einfithren, so erhilt die Reihe (8) die Form

@) = f Ferdet 2 (L f @ ee— e

eine zur Fourierschen vollkommen #hnliche Rethenentwickelung. Dabei
entspricht die Funktion ¢,(§) in der Entwickelung (2') der Funktion
cos § in der Fourierschen Entwickelung (1'). Die Funktionen ¢,(£)
und cos n§ haben in der Tat wichtige Eigenschaften gemeinsam. ¢, (£)
ist nach 2z periodisch, bleibt dem absoluten Betrage nach < 1 fiir jedes
reelle &, hat eine dhnliche Wurzelverteilung wie cos#£, und auch ihre
Potenzreihenentwickelungen konnen in einfache Beziehung gesetzt werden.
Wihrend nimlich

cosn§—1~-§2 :54—
ist, so erhdlt man
cn(g) =1 — "/’z (”} g2 4 ’11’4 <”) gt

Hier ist
Par 41
11)27: = nm;b-*—_l_ 1)’
WO @y;.,(n) das (2% + 1) Bernoullische Polynom bedeutet. w1y, (n)
ist also eine ganze rationale Funktion 2%*" Grades in n, welche der
Potenz »** in der Entwickelung von cos nf entspricht.
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Ist f(x) iiberall stetig, so konvergiert die Folge (2) der S,(x) (oder
die Reibe (2)) iiberall, und zwar gleichmiBig. Genauer formuliert:

Zusatz zum Hauptsatze: Ist die den Bedingungen des Hauptsatzes
geniigende Funktion [ (x) in einem Intervalle (b,¢) (0 <b<cL2x) ous-
nahmslos stetig, so konvergieren die S,(x) e jedem Inmtervalle (b, ¢)
(b < b, < ¢ <) gleichmifdsig zur Grenzfunktion f(z).

Unsere Beweisfiihrungen lassen dies sofort erkennen, wenn man noch
die Tatsache hinzunimmt, daB die Stetigkeit einer Funktion in einem
Intervalle ihre gleichm#Bige Stefigkeit nach sich zieht.

Es ist iiberhaupt bemerkenswert, wie die Approximationskurven
S.(x) (m=1,2,.-) sich so zu sagen von Beginn an der beliebigen
integrablen aber endlichen Funktion anpassen. Hs ist ndmlich

x
TL e —

5,@) = o [ 1+ 28) (2

o

-1

)2d5 (n=1,2,-.).

Sind nun M und m diesWeierstraBsche obere resp. untere Grenze der
Funktion f(x) fir das Intervall (0, 2x), so ergibt sich, da doch

7 X
g

%f(si?ff)g df=1

x
g

die Ungleichheit
m< 8, (x) <M
fiir
0Lz<L2x wd %=12,3,...

d. b. keine der Approximationsfunktionen S,(x) nimmt einen groferen Wert
an als f(z), und keine einen kleinern Wert als f(x) — eine Higenschaft
die den Fourierschen s,(z) auch schon bei sehr einfachen f(x) nicht
zukommt. Hingegen bleibt jene Eigenschaft der Fourierschen An-
ngherungskurven, daB je zwei, s.(2) und s,(#) sich unbedingt schneiden
und daB jede von ihmen die (stetige) Grenzkurve f(z) schneidet — auch
fir die Kurven S,(z) erhalten, denn es ist*)

2z 2z
[(Sw—S@ds=0 wd [8,()— f@)dz=0
[1] ]
E1=1,2,8, -

# Figuren zur Hlustration der Anniberungsart der s,(x) findet man z B. in
dem Buche von Byerly: An elementary treatise on Fourier’s series, p. 63, 64.
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Im folgenden wollen wir zeigen, daf die Betrachtung der arithmetischen
Mittel auch bei einer andern wichtigen Frage der Theorie der Fourier-
schen Reihen von Nutzen ist.

Nehmen wir die Funktion *—=. Ihre — fir das Intervall (0, 2x)

beziigliche Fouriersche Entwickelung lautet:

9y w—2 sinzg | sin2x | sin 3z

s =1 T 5 t—3 T

Die Funktion bhat den Differentialguotienten — —;- , wahrend die glied-

weise Differentiation die total divergente trigonometrische Reihe
(10) cosz + cos 22 4 cos3z 4 - - -
liefert*). Wir sahen aber schon daB die arithmetischen Mittel der Reihe (10)

. . 1 :
wirklich konvergieren, und zwar zu — - als Grenzwert *¥).

Diese spezielle Bemerkung 148t sich zu folgendem allgemeinen Satze
erheben:

Ist f(x) eine Funktion, welche, mit Ausnahme einer endlichen Anzahl
von Stellen a, des Intervalles (0, 2x), an welchen sie einen einfachen Sprung
erleidet ¥¥%) , diberall stetig ist, und eine stetige Ableitung f’'(x) besitet, so
st die aus der Fourierschen Reihe von f(x)

a, + 2 (a,cosnz + b, sinnx)

n=1

durch gliedweise Differentiation erhaltene Reihe

w0
E' (nb, cos nx — na,sinnr)
n=1

bekanntlich fiir jedes x divergent — wihrend die arithmetischen Mittel dieser
Reihe eine — wvon den Stellen a, abgesehen — diberall konvergente Folge
bilden, die als Grenzfunktion die Ableitung [ (x) besitzt.

Es geniigt den Satz fiir eine Funktion f(2) zu beweisen, die nur eire
einzige Sprungstelle @ (0 < a < 2x) besitzt.

Da die Ableitung f'(x) stetig ist, so konvergieren die arithmetischen
Mittel ihrer Fourierschen Reihe

*) Die Reihe (9) ist im wesentlichen das klassische Beispiel von Abel, welches
zum ersten Male bei der gliedweisen Differentiation einer unendlichen Reihe zur
Vorsicht mahnte.

*) 8. Gleichung (3"). Die Stellen 0, 42z, - - - sind natiirlich wieder auns+
genommen.

) Ist f(4 0)==f (@@= — 0), so rechnen wir die Stelle 0 (oder 2«) auch zu
den a,— s.
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(11) a, + 2 a, cosnz + b, sinnzx)
n=1

gewiB zu f'(z) (von der Stelle & abgesehen). Wenn wir nun den Sprung
fla—0)—f(a+0)= D, setzen, so erhdlt man durch Zerlegung und
partielle Integration

D,

B . = —fcosna+ nb,

a, = =2

° 2= D, .
—2sinnag —na,
w

n=1,2 ..

~a
I

”

und die Reihe (11) erscheint in folgender Form:

29;—‘: +2 {%l cos n(a — )+ (nb, cosnz ~nansinnx)} .
n=1

Der Teil
%{% +2 cosn (a — z) }
n=1

kann aber weggelassen werden, da doch die arithmetischen Mittel dieser
Reihe fiir jedes  zu O konvergieren, die Stellen @ + 2kx ausgenommen,
die uns aber ohnedies nicht interessieren®). Folglich konvergieren schon
allein die arithmetischen Mittel von

2 (nb,cosnz —na,sinnz)

n=1

zu f'(x) w.z. b. w
Die Konvergenz ist wieder eine gleichmiBige in jedem Intervalle,
das von Sprungstellen frei ist.

§ 2.
Hiilfsatz.

Bevor wir zu den Anwendungen iibergehen, schicken wir einen all-
gemeinen Grenzwertsatz voraus, der auch bei andern Untersuchungen von

Nutzen sein diirfte.

Es sed 2 wu, eine divergente Reihe, welche aber nach der Ausdrucksweise
=0

des Herrm Cesaro™¥),  eimfach unbestimmi ist, d. h. eine Reihe fiir welche
der Grenzwert

# 8. Gleichung (3).
**) Bulletin de Darboux: 1890, p. 114,
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(12) lim. S, =8,
S5+ s, N
Sﬂ= 71 ’ su—-Zu”
n=0

ezistiert. Es sei ferner o(t) eime Funktion*), welche folgenden Bedingungen
geniigt
d*g

M M
(13) 9@ <z ¥

< t2+9?

wenn t positiw st und > 1. M und o bedeuten hier positive Konstanten.
Dann ist die Reihe

(14) F(t) = D) u, p(nt)
n=0
fiir jedes positive t konvergent, und — wenn @(0) =1 —
im. F(¢) = 8.
t=+0

Beweis. Die Reihe (14) ist in der Tat fiir jedes positive ¢ kon-
vergent; denn aus (12) folgt leicht, daB lim. %2 =1 ist, und also mit
s’

n=0o0

Beriicksichtigung von (13) die Vergleichbarkeit mit der Reihe

R

P
nite

n=1

uﬂ=(n+l)Sﬂ-——2nSn__1 + (ﬂm]‘)Sn——2 (72—‘-—‘0, 172)”')
(S—2=S—1=O):

Da

folglich
Ft)= D/ {(n+1)8, — 2u8,_, + (#—1)S,_,} p(n0)
n=0
oder nach den S, ordnend**)

) = S (418, ()29 G0 + 9 GF20)]

Setzen wir

S,=8+s¢, (Im. &, = 0)
dann ergibt sich die Zerlegung

*) Bei den Anwendungen des Satzes wird sie eine ganze transcendente Funk-
tion sein.

**) Dies ist infolge der Bedingung (13) gestattet.
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Ft) =8+ D'+, {p(t) — 29 (n+ 1)+ 9 (n+21)} = S+ RE)
n=0

und wir behaupten also daB
lim. R(¢) = 0.

t=+40

Um dies zu zeigen, wihlen wir eine von ¢ unabhiéngige ganze Zahl »,
sodaB !'e,| < & wenn # > », und eine andre ganze Zahl N, sodaB

i

(15) (N—1)t<1 < Nt

unter & eine positive Gr6Be verstehend. Wir zerlegen nun

v N ®
R=Z+2+2=R1+R2+R3.

r+1 N+1
Ist ¢ gehorig klein, so ist gewiB
B <9,

und es handelt sich im wesentlichen um die Abschitzung von R, und R;.
Dies gestaltet sich folgenderweise:

N
1By} <8 Dln+1) p(nt) — 29 (n+11) + p(n+21)]

v41
und da fiir jedes #» und ¢

lpnt) —2¢(n+18) +9(n+2)| < 28|97 (),
nt < £ < (n+2)¢,

so erhalten wir
N
By| < 9.2 D (nt1),
0

wo w positiv ist und so gewihlt, daB
9/(®) <u wemn 0<EZL
Mit Beriicksichtigang von (15) erhalten wir endlich fir R,

v (N4LHN+2)
)Rgt<3'2-(N__1)2 5 L 6ud.
Fir R, haben wir:
| By <2620 DI (n+1) 9" (®)],

N+1
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und da nach (13) " "
l‘p”(g)! < g2+9 < n2+@t2+9

und nach (15) ¢> % , S0 ist

| By | <2M0(N92(Z;;;)),

N+1

und weil man bekanntlich eine positive Zahl G finden kann, sodaB fiir
jedes N

2“’ (n 1)
[
sl N+1 n2te <@,

so erhalten wir schlieBlich
|B| <0+ 6pd+ 2MGI

fiir gehorig kleines ¢ w. z. b. w.

Zusatz: Sind die u, Funktionen eines Parameters & und konvergieren
die arithmetischen Mittel S,(9) gleichmifig su S(9), so konvergiert auch —
wie leicht ersichtlich — F(¢, @) fiir t =+ O gleichmaifig 2u S(9).

Wir heben einige spezielle Fille unseres Hiilfssatzes hervor.

Die Funktion

¢(f) = e

geniigt den aufgestellten Bedingungen, folglich ist

w0

lim. u,e” =8
t=+0 °

oder ¢! = » setzend

(16) Lim. u, " = S
r=1-0

0

ein bekannter Satz des Herrn Frobenius®).
Wenn wir weiter
) ="
nehmen, so erhalten wir einen newen Satz

e

(17) lim. > u %" =8

t= 40 o

*) Crelle Journal Bd. 89, p. 262—264. Vgl. auch Holder, Grenzwerte von
Reihen an der Konvergenzgrenze, Math. Annalen Bd. 20, p. 535—549.

Mathematische Annalen. LVIIL 5
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oder*®) auch

w0
lim. »ur =8

r=1-0 0
usw.
Zu allen diesen Sitzen liBt sich ein, dem obigen entsprechender
Zusatz formulieren.

§ 3.
Anwendungen.

Wir gehen jetzt zu einigen Anwendungen unsrer Untersuchungen tiber.
a) Es sei f(¢) eine nach 2z periodische, iiberall stetige Funktion
von ¢ mit der Fourierschen Reihe

a, —I-Z (@, cos nep + b, sin ne).
n=1
Bilden wir die Reihe

(18) P(r, p) = a, + 2 (@, cos nep + b, sin ng)r?,
n=1
so ist diese fiir » << 1 konvergent und gem‘igt der Potentialgleichung
0*u —0.
52 + 8 e
Da nun nach unserm Hauptsatze die arithmetischen Mittel der Koef-
fizientenreihe der Potenzreihe (18) gleichmiBig zu f(¢p) konvergieren, so
folgt — mit Benutzung des Satzes (16) und seinem Zusatze — daB

P(r, @) fir r=1— 0 gleichmifig 2u f(p) konvergiert. Es 1Bt sich also
der sogenannte ,Satz vom Poissonschen Integrale” wirklich direkt durch

*) Um eine kleine Anwendung dieses Satzes zu geben, betrachten wir die Potenz-
reihe in ¢

w
(v, =14 E (—1)"g™ cos 2nmy.
n=1

Hier ist die — im wesentlichen schon oft betrachtete — Reihe

@®
14 E! (—1)cos2nmw
n=1

fiir jedes » (a.uﬁer Y= —l——;—, -+ —2—, .- ) einfach unbestimmt und liefert den Grenz-

wert S=0. Folglich ist lim. 4') (»,9)=10. (Vergl. in Borels Lecons sur les séries
g_ —_—

divergentes p -7 den Beweis des Herrn Tannery.)
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die urspriingliche Reihenentwickelung (18) erweisen. Dies mag von

historischem Interesse sein®).
Bilden wir weiter

(19) O(z, ) = a, + 2 (a, cos np + b, sin np)e~ "7,
n=1

so ist diese Reihe fiir 7> 0 konvergent, geniigt der Warmeleitungs-
; sk

gleichung #¥) s0 oo

dt  Jg?

und geht fiir r = + O gleichmifig in f(p) dber. Dies folgt mit Hiilfe des

Theorems (17) und seinem Zusatze.

b) Der bekannte Weierstrafsche Satz wber die Anndherung einer be-
liebigen stetigen Funktion durch endliche trigonometrische Reihen ist ein
Korollarium unseres Hawptsatzes. Man entwickele die stetige Funktion f(x)
in die Fouriersche Reihe, so haben die arithmetischen Mittel S,(x) die
verlangte Higenschaft. Die Moglichkeit durch Polynome zu approximieren
folgt dann schon bekanntlich sehr einfach™¥¥).

¢) Folgende Anwendungen beziehen sich auf Fragen, die in der Theorie
der konvergenten Fourierschen Reihen auftreten.

*) Vergl. H. A. Schwarz: Gesammelte Abhandlungen Bd. II, p. 189.

**) Den Satz iber die Reihe (18) hat zuerst Herr Schwarz bewiesen, und Herr
Picard bentitzt die gleichmafige Konvergenz zum Beweise des WeierstraBschen
Satzes iiber die Approximation einer stetigen Funktion durch endliche trigono-
metrische Reihen.

Den tiefer liegenden Satz (19) hat WeierstraB bewiesen und benutzt den
gleichmiBigen Ubergang in f(p) eben zum Beweise seines gerade erwihnten Satzes.
Wir sehen aber, daf eigentlich an der Spitze unser Hauptsatz zu stellen ist, denn
aus ihm folgt am natiirlichsten der WeierstraBsche Satz iiber die stetige Funktion,
die Sitze (18), (19) usw. Vergl. in Picards Traité d'Analyse 2ieme Edition Bd. I,
p- 283—287, wo der WeierstraBsche Grundgedanke mit groBter Klarheit hervor-
gehoben wird, und auch Poincaré: Propagation de la chaleur chap. V.

**) Durch die eben angegebene Weise 138t sich der WeierstraBsche Satz fiir
eine stetige Funktion f(«) beweisen, die in einem beliebigen endlichen Intervalle (a, b)
definiert ist. Ist (— oo, - o) das Definitionsintervall, so verfihrt man folgenderweise:
man bestimmt fiir jedes % eine ganze rationale Funktion P,(x), sodaB

@) — Po@)| <5
wenn —u Jx < n. Die Reihe

P, +j(p“- P,_)

=2
stellt dann die Funktion f(z) dar, und ist in jedem endlichen Intervalle gleich-
mibig (und absolut) konvergent,

5*
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Es sei f(x) eine Funktion die den Bedingungen unsres Hauptsatzes
geniigt. Angenommen, daB die Fouriersche Reihe von f(z) an einer
Stelle, wo f(x) stetig ist, konvergiert, stellt sie dort notwendigerweise den
Funktionswert f(x) dar? Bekanntlich ja, und wir zeigen dies folgender-
weise: Vorausgesetzt daB die Fourierschen s,(#) nicht zu f(z) konver-
gieren, so miiBten auch die arithmetischen Mittel S,(x) zu diesem von f(x)
verschiedenen Grenzwerte zustreben. Das steht mit unsrem Hauptsatze
in Widerspruch. — Ebenso 188t sich zeigen, daB die S,(2) an einer

Sprungstelle nur zu —;— [f(+0)+f(x—0)] konvergieren konnen. — Der

Charakter der Divergenz der s,(z) kann an einer Stetigkeitsstelle z nur
ein oscillatorischer sein und f(z) liegt notwendigerweise zwischen den
Unbestimmtheitsgrenzen der schwankenden s,(z). Analoges gilt fiir eine
Sprungstelle.

d) Wir wollen einiges iiber die FEindeutigheitsfrage bemerken. Nach

dem Satze des Herrn Cantor folgt aus der Gleichung
ay+a,cosx+bsinzt---=0,

daB simtliche Koeffizienten der linksstehenden trigonometrischen Reihe

= 0 sind, wenn diese Reihe mit Ausnahme einer endlichen Anzahl von

Stellen des Intervalles (0, 27) konvergiert. DaB die Konvergenz hier

wirklich tief benutzt wird, darin mag uns vielleicht folgende Bemerkung

bestirken:

Wenn die arithmetischen Mittel einer trigonometrischen Reihe, mit
Ausnahme einer endlichen Anzahl von Stellen des Intervalles (0, 2x)
iiberall zu O konvergieren, so folgt daraus das Verschwinden der Koef-
fizienten nichf. In der Tat die Reihe

%+cosx+cos2x+---

besitzt die erwihnte Eigenschaft (Gl (3") und hat nicht lauter verschwin-
dende Koeffizienten. Ob nicht das Verschwinden simtlicher Koeffizienten
folgt, wenn wir Ausnahmestellen ausschlieBen, bleibe noch dahingestellt.
Jedenfalls besteht aber folgender, dem bekannten Salze von Riemann wvoll-
stindig analoger Satz:

Es sei

a, —I—Z’ (a, cos nx+ b, sin nx)
n=1

eine trigonometrische Reihe die an einer Stelle z einfach unbestimmt ist,
und den Wert f(z) liefert®). Eine viermalige gliedweise Integration ergibt
die iiberall konvergente Reihe

* Es sei ferner |a,|<<n? |b,|<n® wenn n eine gewisse Grenze iiberschreitet.
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F(x)-——= C+C'z+ C'2®+ was_l_ +2a oosnx—l—b sin nx

und der sogenannte mittlere vierte Differenzenquotient von F(x) hat die Form:

A  Fl44t) —4F(x428) 4 6 F(0) — 4 F(x—2¢) | Flx—41)
168t 1614

sin nt)

—a0+2(a cos nz+0, smms')(

a=1

Es besteht nun:

A,0)
e =@).

Dies folgt aus unserem allgememen Grenzwertsatze, wenn wir

o0 = (7)

li

nehmen.

Gottingen, im Januar 1903.




