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TROISIEME MEMOIRE

Sur le développement des fonctions ou parties de fonctions
en. séries dont les divers termes sont assujétis a satisfaire a
une méme équation différentielle du second ordre , conte-
nant un parametre variable ;

Pin J. LIDUVILLE (*).

Présentdé & I"Acadeémie des Sciences, — Aot 183-.)

I.

t Dans ce troisitme mémoire, comme dans les deux précédents,
je considére les fonctions V qui satisfont a Péquation différenticlle

d &%)
(1) el = (gr— 1)}V = o,
et aux conditions dcfinies
(2) g—fﬁrzn pour x = x,
. YV . nv
(3) m—f— V=0 pour ax = X:

x est une variable reelle qui peut croitre depuis x jusqu'a X: A4, H
sont deux coeflicients posihfs, et g, &k, [ trois fonctions positives
de x. Pour que les équations (1), (2), |;5j aient lieu en méme
temps, 1l faut que le parametre r soit choist parm les racines (réelles
ot pﬁz:-.]t]ves;} Poy Ty T39e-.» Gune certaine é:iu.'jtiun transcendante

(*) #grez le tome I*" de ce Journal , page 2353 et le tome I, page 16.
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w{r; == 0. Cela posé¢, on veul démontrer la convergence ct trouver
la somme de la série

X L
v f eV flx)de
1

b4
f gVidr
i

dans laquelle le signe Z sapplique aux valeurs de r dont il vient
d'¢ire question et ou f{x) représente une fonction réelle (*) de x.

(4) b

Cette fouclion f{x) est arbitrawre : elle peut changer de forme ou
d'expression analytique dans l'élendue des valeurs de la variable;
mais nous supposerons en général que pour chaque valeur déter-
minee de x elle prend une valeur unique et déterminée, et que, de
plus, elle croit infiniment peu lorsque la variable & elle-méme subit
un accroissement infiniment petit. Ya1 démontié le premier la con-
vergence de la sénie (4), dans un mémoire imprimé i la page 16 de
ce volume ; ‘mais 'analyse dont j'ai fait usage alors, quoique simple
et élegante, n'est pas encore assez géncrale. En cffet, elle exige que
les dérivees premiéres et secondes des fonctions g, &, f(x) ne de-
viennent jamais infinies lorsque x croit de x a X, et que, de plus,
S (a) verilie les deux conditions suivantes :

X,

dﬁ;} —_ f:f.:rj =0 pour x

(%) (z
U L Hf(x) =0 pour x=X.

T dr

Je me propose ici de faire disparaitre, autant qu'il me sera pos-
sible, ces restrictions diverses, et surtout celles relatives a la fonc-
tion f(a). Il me suffira, pour cela, de modilier un peu la méthode
donit je me suis servi précédemment, ce qui, je dois 'avouer, en al-
térera l'¢légance. Mais la démonstration nouvelle qui resultera de ce
changement sera aussi rigoureuse que l'ancienne et heauﬂnup plus
compléte. En Vexposant jadmetirai, pour plus de simplicité, que
des deux nombres %, H aucun n'est infini.

e,

(*) Si la fonction f(x) était imaginaire ot de la forme f(r) 4 V' — 1 fo(x),
on décomposait la série (4) en deux autres séries semblables | relatives sux deux
autres fonctions réelles f{2), fi(x).
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2. 1l faut d'abord, comme dans mon second mémoire, changer
de variable m{lépeudﬂute ct 1'Emp|acer la fonction ¥ par une autire
fonclion U. Posons

I Ny __ r
..-__f; \/A.J.r, E._-;—_. V=0U, r=yp:
Fequation (1) devicndra
~ AU .
[:E'JI g -+ pU = AU,
A r:*pré&aﬂntﬂnt la quanlitd
HV’F & g fz “dze J°

Quant aux €quations (3), (4), si on leur applique les mémes trans-
formations, elles prendront la forme

, AU WU
L?] g U = o pour  — o,
o dU - .

(8 = +HU =0 pour z = 7,

Z dtant la valeur de z qui répond & =X : &, W' désignent
deux constantes differentes de 4, H, et qui ne sonl pas a&sujtfliﬁﬂ '
comme ces cernicres, a la condition d’étre positives.

On aura en méme temps, par un calcul tres simple ,

f:xgr'ﬂ';i‘ =f;l.;‘tfz.

flew/gk = 1(z),

En (aisant

ON aura auss

X b
{ 5-"‘.-';1"{'.:-:-:.-'1.1? — f; Ll::;:} elz.
X

Représentons par 0T le terme général de la série (4) : cette série sera

ERCagre
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exprimee par 6ZT, et la valeur de T pourra se melire sous la forme

l:fxﬁff_:}d‘:
(9) T = ——

- 1
f Ld:
i

que nous lur attribuerons désormais exclusivement. Nous cousidére-
rons, dans les numeros qui suivent, les termes de la serie ZT qui ré-
pondent a des valeurs de p treés grandes, et nous démontrerons la
convergence de cetie série, quelle que soit la fonction f{x). Pour
I'exactitude de nos raisonnerments, il sufira que la valeur absolue

v/A* de la fonction 2 soit tellement composée en z que l'intégrale
'-'II: [ L] ;] s L] & & # F
f V' A*.dz ait une valear fime et puisse étre regardee comme equi-

]

valente 4 la somme de ses eléments. Cette condition est remplie,
dans certains cas, méme par une fonction A qui devient infinie pour
une ou pluﬂiﬂur% valeurs de z EﬂmpliEES entre 0 et Z. Quand la con-
vergence de la série (4) aura €t€é ainsi démonirée , on pourra couclure
de la méthode développée dans mon premier mémoire, que la
somme de cette serie est f{x) depuis x=x jusqu'a a == X, Pour
I'exactitude de I'équation f(x) = =T, il n'est pas du tout néces-
saire que la fonction f(x) satisfasse aux conditions (5] : ces con-
ditions, que jai imposées mal a propos a la fonction f(x) dans
mes deux premiers mémoires, sont inutiles et doivent étre abso-
lument mises de coté.

IL.

5. Désignons, comme dans mon second mémoire, par A', U,
ce que deviennent A et U lorsqu'on y remplace z par 2z’ : nous

tirerons de I'équation (6) I'équation nouvelle
k' sin ez

(vo) U==cospz~ P '#_:_‘. f_r-’fU's]uf(z—z*:J;JE',

qui a éte donnée deja a la page 24 de ce volume, Cette valeur
de U satisfait & la fois a 'éguation indéfinie (6) et a la coundition de-
finie (7) : elle suppose que l'on ait pris pour unité la valeur arhi-
traive de U relative a z= 0. On peut s’en servir pour trouver une
Jimite supérieure de Ja plus grande valeur aholue que U puisse

Tome 1I. — Noveseaz 183, 54
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prendre lorsque z croit de o a Z. Soit en effet ) cette valeur maxima.
Si la quantité Vv A* est telle que l’iﬂtégraleﬁ Vo ds puisse ctre

regardée comme équivalente 3 la somme de ses éléments, il er
sera de méme a fortiori de I'intégrale

r‘ A'lU'sin p(z — 2N)dz"
o W

la valeur de cette derniere integrale augmentera donc en remplacant
A" par VA", U’ par Q, sin p(z — 2’} par l'unité et z par Z : d'un
h' sin gz 7

b oo F . IIF-" §
autre cHte , le maximum de cos pz - —;-— cst b/] - (-;—) - done

le second membre de I'équation (10) est coustamment plus petit que
Sy TN y A—
Vi +(3) + Q[ Vadz,
1 ¢/ 0
el comme, d'un autre cdté, il peut devenir égal a Q, cela exige

que l'on ait L
Q< Vi +EY + 2" vra

il

. w . A ~— : .
Ainst , pour des valeurs de p superieures a f., 'l../?u'.::fz, il vient

Vi+(®)
I +(—)
3
A .
[ — V2. ds
ds o

On peut donc trouver une limite indépendante de p au-dessous de
laquelle Q et U tomberont toujonrs, pour des valeurs de p de plu:
en plus grandes : afin de mieux préciser cette limite, nous dirons

que lon a par exemple U <C 2 lorsque le parametre ¢ est suffisam-
ment grand, Ce théoreme a ¢té démontré , mais d'une maniére moins
générale , dans mon second mémoire.

Q<

118

4. En différenciant I'équation (10} par rapport & z, on obtient

ren tyer prp QI w 1 v
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. . g 4 . Ll -
la valeur de {:,E . 1] est ais¢ d'en deduire ensuite celle de f? -+ H'D
= &
relative z = Z, et par conséquent de former, d’apres la condition (8),
I'éguation dont les valeurs de p dependent. En posant, comme dans

le mémoire déja cite,

F " sin ez ;
P =& <4 H 4 f A'U’(Eﬂﬁpz" — L oag :}ffz- :

-
=

‘h P P H 5 =r ' ’
P H__ " f P L Cos¢ ,_,fr_ S1T1 F:.I).rf':- .
¢ J o ¢

ceile €quation sera

¥
{I ;) iﬂﬂg f'z —_ E—:'[—}”

D’aprés la composition des fonctions P et PY, on voit que pour
de grandes valeurs de ¢ elles ne peuvent jamais depasser un cer-

tain maximum absolu indépendant de ce parametre et facile a cal-
culer : en se rappelant que Fon a U < 2, on trouve en effet

P< V(K +W) 42 ‘/ :_—f-_(l:—) /. ‘VR.dz,
b \/‘T: a2 \/::(%) SV s
dot résulte
P <V{F 4+ H) +2va -ffv’?.dz .

P'< 1 - 2\/3 fklei:.fffj

dés que le parametre p a une valeur numérique supéricured celle deg
deux quantités H', H'A" ; 1] est inutile d'avertir que dans ces inégalités
les radicaux sont lous pris positivement.

On trouvera de méme une limite indépendante de ¢ pour les

s . . dP dP .
deux dérivées 2 e On peut conclure de la que pour des va-

54..
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leurs de p tres grandes, le second membre de l'équation (11) et sa
dérivée prise par rapport a deviennent de tres petits nombres.
5 Maintenant mettons 'équation (r1) sous la forme
i 3 z P
| 13) tal]gp """‘E—_! — 0.
Désignons par n un nombre entier trés grand et substituons au leu
de p les deux quantités

2 (rr—3): 2 +3)

P -
¢— P

dans la fonction

tangel —
par ces substitutions, le terme tangpZ deviendra successivement
— 1, 41 : le second terme au contraire sera irés petit. Donc, la
fonction dont il s’agit (fonction qui reste évidemment continue entre
les limites citées) passera du négatif au posiuf, d'eu F'on doit con-

;P ) b po )

clure que entre les limites

é(n'ﬂ'——:—i), é(mﬂ' +E),

il existe une racine de I'équation (12) ou de 'équation (11). Je dis
de plus qu'il 0’y en a qu'une; car, dans le cas contraire, 1l fandrait
que la dérivée prise par rapport a ¢ de la fonction

P

tang L — —==p

pit deveuir égale a zéro entre ces limites, ce qui nest pas, puis-

que lorsque pZ varie depuis nw —E jusqu’a nw <4 %, la dérivée de

! . P _ i
tang pZ est toujours > 7., tandis que celle de Py est tres petite.

ilya de méme une seule racine entre

:E (n-{-r}n‘—%] et l {n—{—:}::r—l—}],
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entre
I{ (n =+ 2)w —- I et 5 | (n = 2)7 4= \ etc.
2 4 L .y

Mais 1] n'en existe aucune entre

]E(”'“' 4+ ?) et é[{ﬂ—f—l}ﬂ'—%],

entre

Lot o) @ jLen=7] e

comme on peut sen assurer en observant que, pour les valeurs
de p comprises dans chacun de ces intervalles, on a tang®¢Z7> 1.
6. La racine p comprise entre

1 o I - 3
7 (n-n' — ’1> el E("W_I_ E)

s'obtient du reste sans difficulté puisque I'équation (11) resolue donne

P
pZ = nm - arc tang P

P P P -
en remplacant arctang ——p par :-—--]F{Ju parE, et ensuile p par
c— —

i

. P . . .
7 lans la fraction -, on aura une expression de g tres approchée, On
- ¢

voit par la que la valeur de p est de la forme

i B,
{15} f — A - !

B, étant une fonction de n dont la valeur absolue restera toujours
inféerieure a une certaine limite, indépendante de n, que lon
pourrait assigoer.

7. Les racines qui viennent apres celles-la par ordre de gran-
deur s’en déduiront en augmentant successivement le nombre 2 d'une
unité. En les élevant au carré, or obtiendra les valeurs correspon-
dantes du parametre r : on pourrait méme démontrer que la (n<=1}""



426 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

des racines r,, r,, etc., esl precisément exprimeée par

nor + Byt

A n) )
c'est ce que j'ar fait voir b la page 30 de ce volume et ce sur quot
il est inutile d'ipsister 1c1. Il suffit d’observer que la partie princi-
pale des racines ¢ fournies par la formule

nT K,
P=7 + =

croit proportionnellement au nombre 7.
Dans la suite de ce memoire , nous désignerons par la caracté-
ristique ¥ (et aussi par ¥/, ¥", ¥ .. ) loule fonction de n qui ne

e passera jamais un certainmaximurnabsolu N: £ sera par exemple une
|
de ces fonctions, d'ou il est ais¢ de conclure que les séries ayant

o, + ¥ :
pour terme genm‘a] ~ ou - sont convergentes, puisqu'en rem-

4
placant p par n(i) elle se ramenent a la forme = {f:g

n
Y

8. Considérons Jes deux ntégrales

(i4) f; f(z)sn pzdz, f:f{z.}cuupzdz,

f (z) designant Ja fonction de z qui se trouve an numérateur de la frac-
tion {g) ou plus généralement une fonction déterminée de z qui ne de-
vienne jamais infinie. Je dis que ces deux intégrales, considérées comme

- + ¢ . N % 5 [
fonctions de g, sont de la forme —. Pour établir ce theoréme trés utile et,
4

je crois, déja copnu, il suffira de montrer que la valeur de chacune
d’elles est 1nferieure a

f, etant le maximum absolu de f(z), p le nombre de fois ol la
fonction f{z) change de signe entre les limites 0, z, et ¢ l¢ nombre
de fois ou (sans changer de signe) elle cesse d'étre croissante ou
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constante pour devenir deécroissante, ou bien cesse au coutraire détre
décroissante ou constante pour devenir croissante.

Or, soient z', 2°,..., 2" les valeurs pour lesquelles s'effec-
lue alnst un Ehangcment dans I'état de la fonction, en sorte que
de l'urte de ces valeurs & la snivante cette fonction ait un signe
invariable et soit toujours croissanie ou toujours decroissante , ces
derniers mols n'excluant pas toutefois les cas ou elle resterait cons-
tante. Chacune des intégrales (14) se partagera en {(p 4 g 4 1 autres
intégrales prises, la premiére entre les limites o, z', la seconde
entre les limites 2, z,..., la derniere entre les limites 2%+ et 2.
Designons par a une quelconque des quantités o, 2, 2"... et pay &
celle qui la suit immédiatement dans P'ordre des indices. Si je prouve
que la valeur 11umér‘1qut de (.‘|Laql.u: iﬂtégx‘alﬂ I.:-artltili:

b b
M .,—_.f f(z)sinpedz, M = (” fz) cos padlz

.
w0

L

: . af, . Co :
est inferieure a =, il sera prouve a forfior: que les integrales (14)

L4
. o ‘ 1y 1 . ,
sont toutes deux plu5 ]’_‘IEUTEH que prg+u C L, conformement

au théoreme enonce.

Soit m' le nombre entier immediatcment supereur a , et

id
&
e

F o L] e r . 6 a ¥ i W :bl' -
| == e le nombre entier immeédiatement nferieur a =, De-
! il

. : " m' = . e :
puis == a jusqud z == — , {(z ) sin fzdz conservera toujours
t -

le méme signe : pour lixer les udées, admettons que ce soit e

. .. i (m’ = 1w )
signe - : entre les limites 2 = -, z = . 1boest clajr
4 s
que la valeur de f(z) sinpsdz sera au contrawe negaltive, puis elle
) . . m = ‘e - 20a
redeviendra positive depuis 3 = ———— jJusqua z= PN
¢ £

ainsi de suite. Partageons I'integrale M en un certain nombre d’autres

e

intégrales prises, la premiere depuis z=a jusqua z = —-, la se-
. mT . " m o+ 1w .
conde depuis = p jusqua z == e T , la derniere de-
£
. ‘m myT . . ns .
puls z = Mt m) jusqua w == h. Ces diverses integrales , dont

4



428 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

nous designerons par D,,D,, D, ,..,.,D.,D,.., D, les valeurs ab
solues seront alternativement positives et négatives. De plus, si la
valeur absolue de f(z) est décroissante, il est aisé de voir qu'on aura

B,>D,....>D.>D,., ,>D,

tandis qu’il viendra au contraire

Dﬂ—hl}nn"" }D.:}D1}Dﬂ,

si la valeur absolue de f{z) est croissante. Dans le premier cas, I'inté-
grale M sera comprise entre D, et D, — D, et par conséquent sa valeur
numerique sera inférieure au plus grand des deux nombres D,, D, :
dans le second cus, cette valeur numérique sera inférieure au plus
grand des deux nombres ), D_ .. Or, toutes les quantités D,, D, ..,
D,.., D grandissent lorsqu'on remplace f(z) par son maximum
f, : de plus D, et D) peuvent grandir encore si, apres ce change-
( _— 1,

ment, on remplace a par — et & par (m+m 1)
¢ ¢

on a effectué ces diverses opérations , ces inlegrales deviennent toutes

. Or, quand

o ] 2 [ v - . i oW
c¢uales entre elles et a TI : donc a fortiori la valeur numérique de M
I.' o * § = L] " ]
est < 2" Upe démaonstration semblable s'appliquera a I'intégrale M’

4

1:'-'
g- Il est aisé de trouver a quelle forme on peut réduire I'integrale

{ll Uf(z)dz. Puisque l'on a

=

U = cospz + h sl:ﬁ + ‘:_'./uﬁ A'U'sinp (2 — 2') dz’,

ou, ce qui est la méme chose,

U = cospz — FGTL :A[,'gin pzelz
i nln:l B + {;: AU cos dez)’

I'intégrale en question est composee de trois parties distinctes: la pre-
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(I L] E ¢ + 1 L |
miere, savu::urf f(z)cospzdz, est de la forme —, d'apres cc qu'on.
0 ¢
vient de démontrer. Je vais montrer que les autres sont de la forme

ii.. En eflet |1jntdgmle double

£

. oy o
{:_ f(z) -::mp:af.:j ~ 2Usingzdz,
a« Vaide d'voe intégration par parties et en posant

r

[ " t(2) cospzde =
o 0

"I"’l"‘

devient
¥

:f " 2.U sin pels — :f AU sinpzdz

-

: . ¥ : . 1
par suite clle prend la forme = lorsqu'on la multiplie par —

ll"'l||_|_
-

miere l‘intﬁgt*:ﬂu

.}JJI f(z) sin pzdz (fﬁ' "f‘f AU cos Mdﬂ) ’

&

a l'aide dune integration par parties et en posant

¥ , . . +
f f-:;- ﬂlnp:ﬁr: _—
£

[
P ]

t]r;ruit*n t

:(h +f: U U{}spsz::) — - r:.?»lj“}"ﬁ{}?-fffrfz-

§J 0

r

= i +- % & i ]
var suite elle prend la forme — lorsquion la multiplie par -
-F £1 ! 2

10, Lia prﬂpriél‘.é de l’LntE'gTa]ef_ F{zj Ud: :‘.I'L:E: nous venons [’te l:lf.:—
Q

monlrer subsiste encore lorsque sa limite supérieure devient égale a

Z. On en conclul que le nurnérateur du terme géneral T de la séne
®T est de la forme

-

—+

[

~
o

.

¥ o
la valeur de " etant precisement

Tome 1I. — Noveuese 1839. 55
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COs fz ﬁ ’ t(z) cos padz

. : Lo : ‘ .
quant au dénominateur f Utdz, 1) est egal a

2 Z 7
f cos* pulz == ;ff cos pz.Rdz == :l f Rz,
R representant la quantite

A sinpz - f' AU sinp(z—2z')dz.
Or

2 Z sin 2¢4
cos* pzdz = - e
ﬁ ! 2 + dge

on voit donc qu'abstraction faite des termes divisés par p la valeur

o P / ' \ ;o
dt:f Utdz se reduit a . D'apres cela on peut ecnire

ff Urdz = z(l - *{i),
:!... —_
D

Mais cette valeur de T peut elle-méme se mettre sous la forme

ce qﬂi IjU-TI e

T= G D

¥ ¥
T=23 4+ -
e? ¢’

LY

ot la séric £ = est convergente. Donc, pour prouver la convergence
. . L ,
de la série T, il suffit d'établir celle de la série plus simple
+ &
- ou X cﬂsprf f(z) cospzdz
4 a )

que nous r]é:«-ignemﬂs par Y.
i1. La formule
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Ay
donne
) L mz 1B, . nez . zH,
COS P2 =% €08 - COS ~-= Sl ~5— sin —=,
i :li“ ' - B + | i
On a sin — == o aux quantilés pres de la forme - ou - et
i i 4
zF, C ¥ .
COs = 1 aux quantiteés pres de la forme ~. Il est donc permis de
n ¢
poser
) . nxz ¥+
COS pz == COS — -t T
et l'on pourrait ecrire aussi
nws B, . +"
COS pz == COS —5~ =— == 5i0fZ -+ s
On a donc d’abord
nxt ¥ Z
Y = (cc:a —_— = —-)f f(z) cospzdz ,
7 P o %
valeur qu'il est aisé de reduire a la forme
nxz &
Y = ms—;—f f(z) cospzdz + —
L 4
TR L : +
en se rappelant que lmtegralef f(z)cospzdz est de la forme -
' £
nT zB, . +”
En remplacant cos pz par cos - = —n" sin pz - o et observant

o » E " 2 * "'I'- 3
que Imlegralef; zf(z) stn pzdz est aussi de la forme -, 0D a ensuite

A ) = v
Y — cnﬁizﬂ—:fn f(z) CDEE.E dz =} tl'-'

Iw

v ¥ ;
Or la serie Z E—.‘-‘Et convergente, el il en est de méme de la série
periodique

nxi

z r
b3 cos 5[ f(:.]l:uﬂ%dz

35,
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doat les géomelres se sont heaucoup occupés (*). Donc la conver-
gence de la serie ZY ( el par conséquent de la série =T ) est incontes-
table.

VI.

1. Nous avons dil que nous regardions eu general la fonction
f({x) comme assujetic a prendre un accroissement infiniment petil
Iorsque & croit infiniment peu : cependant la démonstration prece-
dente de la convergence de la série T est indépendante de cette
resteichon : elle ne cesserait pas d'étre exacte si, pour une ou
plusicurs valeurs de a, la fouction f(x) (qui ne devient jamats
infinie} passait tout-a-coup d'une valeur A 2 une autre valeur tres
différente BB, Mais pour prouver que la somme F{x) de la série (4)
est égale a f(ar) depuis x=x jusqu'a x = X, il faut exclure le cas
ou les valeurs de f(x) peuvent varier brusquement, ou du moius, si
ce cas a lieu, il ne faut pas étendre I'équation F(x)= f(x) aux ahs-
cisses x pour lesquelles I'ordonnee de la courhe représentee par I'é-
quation = f{x) devient ainsi discontinue. Bornons-nous done aux
fonctions f{x) jouissant des propriétés indiquées n° 1. Alors, comme
nous l'avons déja dit, I'équation F(+)= f{x) se démoutrera par la
methode indiguée dans mon premier Memoire el subsistera méme aux
himites x = x, x:=\. Toutefois cela suppose que des deux nombres

= x 3 L . . .
%, H, aucun ne soit infini. Si U'on a par exemple A==oo l'équation &)
deviendra
V —n pour I = x;
on aura donc aussi dans ce cas
A S % e — .
V(x) = o powr x = x;
et 'équation F{x) = f(x) ne pourra subsister & la limite = x que si

la fonction f{x) vérifie la condition f(x)= 0. De méme si H=—o0 ,
I'équation F (x)= f(x) ne pourra suhsister i la limite 2= X que si

(*} Pour tout ce qui regarde la convergence des séries periodiques voyes

bes cuvrages de M. Cauchy et surtout excellent Mémoire de M. Lejeune Dirichley
{ Journal de M. Crelle, wome 1V, 2* cahier).
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Fona f(X)s=0. Aureste ces cas d'exception soat indiqués par notre
démonstration méme. En effet pour que I'intégrale

X _ o
S lF(x) — )] Vaia)da,
dont on fait usage a la page 263 de fome I* de ce journal, soil égale
a zZero quET que soit l'indice m, 1l est nécessaire que l'on ait en gfjmiral
Flx) = f(x); mais cetle nécessité disparait pour les valeurs de & qui
dﬂﬂﬂﬂﬂt_ V.(x)==0 quel que soit m, puisque, pour ces valeurs, V'élé-
ment g [F(ax)e f(2)]V (x)dx est nul de lui-méme indépendam -
ment du facteur F(x) — f{a).

Vi

(2. En terminant ce troisieme Mémoire, je ne puis m'empécher de
faire observer combien est directe ¢t géneérale la méthode dont je me
suis servi pour sommer la série (4). Cette méthode s'applique non-
seulement aux fonctions V deéfinies par une equation différentielle dn
second ordre, mais encore 4 une foule de fonctions données par des.
¢quations différentielles d’ordre supérieur. Cest ce que l'on peut
voir par I'exemple simple que j'ai développé dans mon mémoire sur
I'integration de 'équation j—r = i;: (*).

Au reste, voict quelques théorémes que je me contenterar d'¢-
noncer et dont le lecteur trouvera aisément la démonstration. Ils ser—
viront & bien montrer la généralité de mes principes quoi qu'ils soient
fort loin d'embrasser tous les cas ou ces principes sont applicables, Daus
tout ce qui va suivre, x désignera une variable réelle comprise
entre xet X : f(x), o(x), ®(x),V,,V....,V,..., U, U,.. ey Uae s,
seront des fonctions de x. Pour éviter tout embarras, j& supposerai
que ces lonctions ont, pour chaque valeur de &, une valeur réelle
unique et déterminée, et qu'elles croissent infiniment pen lorsque a
éprouve un accroisseraent infiniment petit : toutefois cette condition
de continuité ne sera pas toujours indispensable, Cela posé,

(*) Vovez le defrnier cahier du Journal de I'Ecole Polytechnigue.
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10, St les fonctions V,, V,,..., U,. U,,... sont telles que, pour
deux indices m et n différents, on ait toujours

[ f V.U.dx == o

et st la serie

Vo [ 7 U.f(x) ax

X
f UV, dx

est convergente, la somme F(x) de cette série devra satisfaire a la

b2

condition
fj U[F(x)— fla)}dz=o0,

indice » étant quelconque.
2*. i donc on désigne par A,, A,,... des quaotites choisies arbi-
trairement , mais indépendantes de x, et s1 lon pose

P = AU, 4 AL, 4 etc.

om aura auss

fIxP[F{:j — fla)]dx = o

3. Si par une détermination convenable des quantites A, A, .. .,
on peut faire en sorte que F change de signe FI{H:I:I.‘ des wvaleurs quel-
conques de x, données &'avance et ne change de signe que pour celles-
la, on aura F(x) = f(x).

4°, Toutefols 1 tes fonctions U, U,, ete., s'evanouissent toules pour
une méme valeur de x telle que r=e, il pourra arnver que I'e-
quation F{x) = f(x) cesse d'avoir lieu pour x=a. Dans le cas ou
I'équation F{a)== f(a) sera ainsi inexacte, la derivee F'{a) sera ne-
cessairement infime.

5+ Sila fonction P jouit de la propriéte énoncée (3°.) et s1 I'équation

f:‘ o(x)U,dr = o

a heun quel que soit I'imdhice n, on aura necessalrement ¢ :I::ﬂ.
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60. La propriélé eénoncee (3°.) appartient a la fonction P quand la
fonction U, est constamment égale & un polynome entier de degré

(n—1).

¥ ' " & v =
7*. Elle a lieu encore dans une foule d’autres cas, et spécialement
quand )'équation

AU 4+ AU 4. ...+ Al = o

a tout au plus{in—1) racines tant égales qu'inégales, quel gue soit
I'mdice # et quels que soient les coeflicients A,, A,,...., A..
8°. Si la condition précédente est remplie et si I'équation

X ;
f o (x)Udxr = o
1

a lieu pour toules les valeurs de n# comprises dans la sérte 1, 2,.. ., m,
la fonction @{x) changera de signe au moins m fois entre les limites
¥ = x, X = XA

g°. Soit @(r)=o une équation transcendante, et r,, r,, r,....
des racines de cette équation. Admettons que la fonction @ (x, r) ne
devienne identiquement nulle pour aucune des racines rde & (r)=o,
tant que x reste indéterminée. Si 'équation

X .
f O{x, MUdr = o,
I

dans laquelle I'ndice n est quelconque, a lien pour la fonction par-
ticuliere @ toutes les fots que la racine r est difierentede r,, r,, ete.
et si de plus la fonction P jouit de la propréte eénoncee (3°.), je dis
que la racine réelle au imaginaire dont i} s'agit n'existera pas, c'est-a-
dire que I'équatron @ (r) = 0 ne pourra avolr aucune racine, reelle
ou imaginaire, différente de r,, 7,, ete.

sy

13. Il serait aisé , je le répete, de geéneraliser encore beaueoup ces
théoremes. Mais nos énoncés deviendraient alors trop vagues. Cest
dans les considérations exposées ci-dessus que rentrent les résultals
obtenus dans les deux notes imprimees page 1 et page 107 de cevo-
lume. Dans la premiere de ces notes, on se propose de prouver que
I'équation

fx.r"lﬂm}d:r = o
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quand elle a lieu toutes les fois que n est zéro ou un nombre entier
posihif, entraine la suivante ¢(ax)==o0. Le moyen que j'ai employé
pour alteindre ce but est, & mon sens, le plus ¢elégant dont on
puisse faire usage. Ici I'on a U,—=zx*' : la fonction P est egale &
ﬂ.‘ ~+ A,x <4 Az - etc. et jouit évidemment de la propriété énon-
cee (3%). Un peut donc appliquer le théoréme indiqué (5°), et c'est
ce que j'ai fait. Mais il est hon d'observer que si l'on prenait A, =1,

? .
’ ::l S efc., on aurart

A=

- |""-{

P= 1+ 425 4 =
l'equation
[T Po(z)dx = o,
donnerait donc
f:' e*pla)da = o,

et, a cause de l'indeterminée y, on en tirerait olx)=o0, ce qu'il
{allait démontrer. Ici se révele un nouvel artifice qui consiste i intro-
duire dans A,, A,, etc. une indéterminée y. On peut rattacher i cet
artifice la méthode dont nous avons fait usage, M. Sturm et moi.
dans un mémoire encore inédit dont I'extrait se trouve i la page ::'u:;

de ce volume.




