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DES

EQUATIONS NUMERIQUES".
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{ Mémoires de I’ Académie royale des Sciences et Belles-Lettres
de Berlin, t. XX1II, 1769.)

, .
~ Viete est le premier qui ait taché de donner une méthode générale
pour résoudre les équations numériques; mais, quoique cette méthode
ait été ensuite perfectionnée et simplifiée a quelques égards par Harriot,
Ougtred, Pell, etc., elle est encore si compliquée et si rebutante par le
grand nombre d’opérations qu’elle demande, que les Géometres parais-
sent I'avoir entizrement abandonnée. Celle que I'on suit communément
est due a Newton, et elle est tres-facile et tres-simple. Il faut supposer
seulement qu’on ait déja trouvé la valeur de la racine qu’on cherche,
approchée au moins jusqu’a sa dixieme partie pres; alors on égale cette
valeur, plus une nouvelle inconnue, 2 celle de I'équation proposée, et,
faisant la substitution, on a une seconde équation dont la racine est ce
qu’il faudrait ajouter a la premiere racine approchée pour avoir la racine
exacte; mais comme, par 'hypothese, ce qui reste a ajouter a la pre-
miere valeur de la racine est moindre qu'un dixieme de cette racine, on
peut, dans 'équation dont il s’agit, négliger le carré et les puissances
plus hautes de I'inconnue; de sorte que, I'équation étant ainsi réduite au
premier degré, on aura sur-le-champ la valeur de I'inconnue en déci-

(*) Lu a I'Académie le 20 avril 17069.
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males; cette valeur.ne sera qu’approchée, mais on pourra s'en. servir
pour en trouver une autre; plus exacte en faisant sur 1ase,c0n_de équation
la méme .opération que. sur la,premiere, el.ainsi de suite. De cette ma-
niere, on trouve . chaque opération, de nouvelles décimales a ajouter ou
‘a retrancher de la valeur de la racine déja tro 1ivée et 'on_a par consé-
(uent cette racine d’autant plus exactement qu'on. pousse. le caleul plus
loin,. « ... . . . . . o ‘

On peut aussi, comme l a prathue Halley, revenir tOUJOUPS a la pre-
‘miere. équation proposée, en y substituant a la place de Vinconnue la
wvaleur de la racine de plus en plus. approchée et augmentée d’un reste
. inconnu, ce qui parait en quelque fagon plus simple et plus commode.

- Telle est la méthode usitée .pour résoudre les équations numériques -
par approximation. Plusieurs savants Géometres se sont appliqués i Ja
rendre encore plus.exacte et plus facile, soit en ayant égard aux termes
ol I'inconnue, est.au second degré, soit en domiant des formules géné-
rales 4. I'aide desquelles. on puisse trouver sur-le -champ la valeur de Ia
a la racme capprochée; mais aucun

\ Y

fraction qui est, le reste i a ajouter.a
d’eux ne parait avoir fait attention aux inconvénients ou plutot aux im-
perfections qui se trouvent encore dans cette méthode; du moins per-
sonne, que je sache, n’a donné jusqu’a présent les:moyens d'y remédier.
~,La,-premiére" et.la principale de éesjaimperfectiqns consiste en ce qu'il
faut supposer qu’on ait déja trouvé la valeur de la racine cherchée, ap-
prochée jusqu'a sa dixieme partie pres; car, comme on n’a point encore
de regle générale et sire pour trouver dans une equatlon quelconque,
la valeur approchee de chacune de ses racmes 1'eelles, la methode donl
il aglt n’est proprement appllcal)le qu aux cas ou T on conn.nt d avanw

RYLEAT]

A _peu, pres la valeur de la racine qu’on cherche Il e§t ’wal que Rolle a
donné une méthode,. ~qu'on appelle a’es cascades, Jpour approcher des
racines des équations numériques aussi prés que P'on veut; mais cette
méthode n’est pas toujours stire, surtout:Jorsqu’il yra dans:I’équation
d'es’rabines“imaginaires auquel cas elle:laisse toujours en doute si ces
racines sont reelles '0u non. (VO)’B@ r Algebre .de Rolle; chape IIl-et VI du

ty
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répondre qu’une seule valeur de «; donc, dans ce cas, les deux équa-
tions (H) ne pourront avoir qu’une seule racine commune, et par consé-
quent leur plus grand commun diviseur ne pourra étre que du premier
degré.

On poussera donc la division jusqu'a ce que I'on parvienne a un reste
ol « ne se trouve plus qu’a la premiere dimension, et ’on fera ensuite ce
reste égal & zéro, ce qui donnera la valeur cherchée de «.

Mais si, parmi les valeurs de f8 tirées de I'équation (G), il y en a, par
exemple, deux d’égales entre elles, alors, comme a chacune de ces va-
leurs égales de 8 il peut répondre des valeurs différentes de «, il faudra
qu'en mettant cette valeur double de 8 dans les équations (H) elles
puissent avoir lieu par rapport a I'une et a I'autre des valeurs de « qui y
répondent; ainsi, ces deux équations auront nécessairement deux racines
communes, et par conséquent leur plus grand commun diviseur sera du
second degré. Il faudra donc, dans ce cas, ne pousser la division que
jusqu’a ce qu’on arrive & un reste ol « se trouve 4 la seconde dimension
seulement, et alors on fera ce reste égal a zéro, ce qui donnera une
équation du second degré par laquelle on déterminera les deux valeurs
de «, lesquelles seront, nécessairement toutes deux réelles.

De méme, 'l y avait trois valeurs égales de (3, il faudrait, pour trou-
ver les valeurs de « qui répondraient a cette valeur triple de 8, ne pous-
ser la division que jusqu’a ce que I'on parvint a un reste ol la plus haute
puissance de « fit la troisieme; et-alors, faisant ce reste égal a zéro, on
aurait une équation en « du troisieme degré, laquelle donnerait les trois
valeurs réelles de o correspondantes a la méme valeur de {3, et ainsi de
suite. ’

§ HL. — Nouvelle méthode pour approcher des racines des

équations numériques.
18. Soit I'équation
(a) Az +Baxn—t 4 Cam?+...+ K=o,

L]
et supposons qu’on ait déja trouvé par la méthode précédente ou autre-
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ment la valeur entiere approchée d’une de ses racines réelles et posi-
tives; soit cette premiére valeur p, en sorte que I'on ait .

x>p el x<p+i;
on fera .

x:p—%—-;;:

et,.substituant cette valeur dans I’équation proposée, a la place de 2, on
aura, apres avoir multiplié toute I’équation par y™ et ordonné les termes
par rapport a y, une équation de cette forme

(b) . Ayr 4Byt 4 Cym=r .. .+ K=o

. Y : .
Or, comme, par hypothese, > > o el <1, onauray> o; donc I'équa-

tion (b) aura nécessairement au moins une racine réelle plus grande que
I'unité. ‘

On cherchera donc par les méthodes du § I la valeur entiere approchée
de cette racine, et, comme cette racine doit étre nécessairement positive,
il suffira de considérer y comme positif (4).

Ayant trouvé la valeur entiere approchée de y, que je nommerai ¢, on
fera ensuite

I
_}———q+z’

et, substituant cette valeur de y dans I’équation (), on aura une troi-
sieme équation en z de cette forme

(¢) Az + Bz - ("2 4, . .+ K —o,

laquelle aura nécessairement au moins une racine réelle plus grande que
I'unité, dont on pourra trouver de méme la valeur entiere approchée.
Cette valeur approchée de = étant nommeée r, on fera

I
I=r-+ —
u
et substituant on aura une équation en z qui aura au moins une racine
réelle plus grande que U'unité, et ainsi de suite.
II. 71
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En continuant de la méme maniere, on approchera toujours de plus
en plus de la valeur de la racine cherchée; mais, s'il arrive que quel-
qu’un des nombres p, g,... soit une racine exacte, alors on aura & =p

ouy=4¢q,..., et I'opération sera terminée; ainsi, dans ce cas, on trouvera
pour  une valeur commensurable.

Dans tous les autres cas la valeur de la racine sera nécessairement in-
commensurable, et I'on pourra seulement en approcher aussi prés qu'on
voudra. ‘ ‘

19. Si I'équation proposée a plusieurs racines réelles positives, on
pourra trouver, par les méthodes exposées dans le § I, la valeur entiére
approchée de chacune,de ces racines; et nommant ces valeurs p, p', p”,...,
on les emploiera successivement pour approcher davantage de la vraie
valeur de chaque racine; il faudra seulement remarquer : ’

1° Que si les nombres p, p’, p’,... sont tous différents 'un de Pautre,
alors les transformées (), (c),... du numéro précédent n’auront chacune
qu’une seule racine réelle et plus gra'nde que I'unité; car si, par exemple,
Péquation (&) avait deux racines réelles plus grandes que 'unité, telles
que y’ et y”, on aurait done

I I
x::p—!——j—; et x:p—%—W,

de sorte que ces deux valeurs de x auraient la méme valeur entiere
approchée p contre 'hypothese; il en serait de méme si I'équation (c),
ou quelqu’une des suivantes, avait deux racines réelles plus grandes
que 'unité. ’

De la il s’ensuit que, pour trouver dans ce cas les valeurs entieres
approchées g, r,... des racines des équations (&), (¢),..., il suffira de
substituer successivement a la place de y, z,... les nombres naturels po-
sitifs 1, 2, 3,....jusqu’d ce que V'on trouve deux substitutions consécu-
tives qui donnent des résultats de signe contraire (6);

2° Que s’il y a deux valeurs de  qui aient la méme valeur enticre
approchée p, alors, en employant cette valeur, les équations (4), (¢),-.-
auront chacune deux racines réelles plus grandes que I'unité, jusqu’a ce
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« 4+ 8y —1, nous-avons donné, dans-le § II, le moyen de trouver les
équations dont « et {3-sont les racines; ainsi il n’y aura qu’a chercher les
racines réelles de ces équations, et 'on aura la valeur de toutes les ra-
cines:imaginaires de I’équation proposée.

, "21. Pour faciliter ‘l‘es substi:tlvltion.s (18) de p + % auvl‘i‘eu de , de
q,—*—% au lieu de y,..., il est bon de ré‘marquer que les coefficients de la
transformée (b) peuvent se déduire immédiatement de ceux de I'équa-
tion (@) en cette sorte

N=Ap+ Bpmt + Cpr=t+-Dpr=t..,

B=mAp— +(m—1)Bp"?+(m—2)Cp 2 +...,

C,:m(m—x) (m—1)(m— 2)
— —

.................................................

On aura de méme ceux de la transformée (c) par ceux de la transfor-
mée (b) en mettant dans les formules précédentes ¢ a la place de p, A”,
B, (,... ala place de A’, B, C,...., et A’, B, C',... 2 la place de A, B,
C,..., et ainsi de suite. , | ' h
De Ta il est évident que le premier coefficient A’, ou A”, ou..., ne sera
jamais nul, & moins que le nombre p, ou g, ou,...., ne soit une racine
exacte, auquel cas nous avons vu que la fraction continue se termine a
ce nombre (18). En effet, si A’=o, ou A" = 0, OU..., On aura y = % ,
ouz =0, 0u...,doncx=p, ouy=gq, ou.... '

22. Solent donc p, ¢, r, s, ¢,... les valeurs entiéres approchées des
équations (a), (b), (c),..., en sorte que I'on ait

1 I 1
.Z‘:P—I—-}—/‘a _}":—-—q—l—zs Z‘:l’—{—;ya-"

et, substituant successivement ces valeurs dans celle de x, on aura

1

= . . ’ . . q+ jad -

1
r+ —
s 4.
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Ainsi la valeur de «, c’est-a-dire de la racine cherchée, sera exprimée
par une fraction continue. Or, on sait que ces sortes de fractions donnent
toujours I’expression la plus simple, et en méme temps la plus exacte
qu’il est possible, d’'un nombre quelconque soit rationnel ou irrationnel.

M. Huygens parait étre le premier qui ait remarqué cette propriété
des fractions continues, et qui en ait fait usage pour trouver les fractions
les plus simples, et en méme temps les plus approchantes d’une friction
quelconque donnée (voyes son Traité De Automato planetario).

Plusieurs habiles Géometres ont ensuite développé davantage cette
théorie, et en ont fait différentes applications ingénieuses et utiles; mais
on n’avait pas encore pensé, ce me semble, 4 s’en servir dans la résolu-
tion des équations.

23. Maintenant, si I’on réduit les fractions continues

. ,
l:—; p+-= ])—I-———lv'

o=p, a' =1,

p=ga+1, f=qd=g
y=rB+a yY=rf+d,

-

d=sy +B, & =sy~+p,

lesquelles seront nécessairement convergentes vers la vraie valeur de a,
et dont la premiere sera plus petite que cette valeur, la seconde sera plus
grande, la troisieme plus petite, et ainsi de suite; de sorte que la valeur
cherchée se trouvera toujours entre deux fractions consécutives quel-
conques; c’est ce qu’il est aisé de déduire de la nature méme de la frac-
tion continue d’ot1 celles-ci sont tirées.
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Or, il est facile de voir que les valeurs de

o By Ysevey @, B Y v

sont toujours telles que

B/ —af =1, By —yf =1, oy —yd=1,...;
d’out il s’ensuit:
1° Que ces fractions sont déja réduites i leurs moindres termes; car,
si y et v, par exemple, avaient un commun diviseur autre que I'unité, il
faudrait, en vertu de I’équation '

BY — 1B =1,

que I'unité fat-aussi divisible par ce méme diviseur;
2° Qu’on aura '

p_a_ v B _y_ 1 8 y_ 1
ﬁ/ o i v pl’ ﬁl ,),/ i @r Y’, & ,YI - Yrar’ ’
de sorte que les fractions
. . B
?’ B—,, 5’_,‘7"

ne peuvent jamais différer de la vraie valeur de # que d’'une quantité res-
pectivement moindre que
1 I 1 .
alﬁl’ BIYI7 yzar"")
d’ou il sera facile de juger de la quantité de I'approximation.
En général, puisque ' > o/, ¥ > f,..., on aura
I ’ I 1 I
PERCT A Th T
d’ou I'on voit que 'erreur de chaque fraction sera toujours moindre que
I'unité divisée par le carré du dénominateur de la méme fraction;
3° Que chaque fraction approchera de la valeur de 2, non-seulement
plus que ne fait aucune des fractions précédentes, mais aussi. plus que
ne pourrait faire aucune autre fraction quelconque qui aurait un moindre

’
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dénominateur. En effet, si la fraction 5,, par exemple, approchait plus

I3

' N e s . -
que la fraction 7, 0" étant > p, il faudrait que la quantité 7 5e trouvit

entre ces deux % et—g,; done

<

o4 &
|
<~
N
x
\V4
\‘O

B
IJ'I

=

donc
pr =y <l <1 o >o

ce qui ne se peut.

) . 24 . N , . . .
2%. Les fractions =, E,, ¥.,... peuvent étre appelées fractions princi-

o By

pales, parce qu’elles convergent le plus qu'il est possible vers la valeur

cherchée; mais, quand les nombres p, ¢, r,... different de I'unité, on

peut encore trouver d’autres fractions convergentes vers la méme valeur,

et qu’on appellera, si 'on veut, fractions secondatres.

Par exemple, si r est > 1, on peut entre les fractions % et %17, ui sont

toutes deux moindres que la valeur de x, insérer autant de fractions se-
condaires qu'il y a d’unités dans r — 1, en mettant successivement 1, 2,
3,..., r—1 au lieu de r. De cette maniere, & cause de y=rf + « el
¥ =rf + &, on aura cette suite de fractions

e B+a 2B + « 3B+« rg—+a

D Frd e aad T A

N . .o 174
dont les deux extrémes sont les deux fractions principales = -yl,, et dont

les intermédiaires sont des fractions secondaires.
Or, si 'on prend la différence entre deux fractions consécutives quel-

203 + « ot 3+«
2 + o 3 +a

conques de cette suite, comme entre ., on trouvera

» de sorte que cette différence sera toujours positive

. 1
(2 +a' (38" +a)
et ira en diminuant d'une fraction a Fautre; d'ot il s'ensuit que, comme



870 SUR LA RESOLUTION

N

§ IV. — _dpplication des méthodes précédentes @ quelques

exemples.

25. Je prendrai pour premier exemple I'équation que Newton a réso-
lue par sa méthode, savoir ’

2} — 22— 38 =o.

Je commence par chercher par les formules du n® 8 I’équation en ¢
qui résulte de cette équation; je fais donc

m=3, A=o, B=—2, C=5;
jaurai

A=o0, A=4, Ay=15 A=8, A,=050, Ac=91;
done '
a =12, @m=r12,  a=—1497,

et, de la,
a=12, b=36, c¢=—643;

de sorte que I'équation cherchée sera
v — 1202 + 36v 4 643 = o.

Or, puisque cette équation n’a pas les signes alternativement positifs et
négatifs, j'en conclus sur-le-champ que ’équation proposée a nécessai-
rement deux racines imaginaires, et par conséquent une seule réelle (16).

Ainsi, les nombres a substituer 4 la place de @ seront les nombres na-
turels o, 1, 2, 3,... (6).

Je suppose d’abord « positif, et je cherche la limite des valeurs de «
par les méthodes du n° 12 : je trouve y2 + y5 < 3; ainsi, 3 sera la
limite cherchée en nombres entiers, de sorte qu'il suffira de faire succes-
sivement z = o, 1, 2, 3, ce qui donnera ces résultats — 5, —6, —1, 16;
@’ol 'on voit que la racine réelle de I’équation proposée sera entre les
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nombres 2 et 3, el qu’ainsi 2 sera la valeur entiere la plus approchée de
cette racine (2).

. - . . , ., .
Je fais maintenant, suivant la méthode du § I, & =2 + ¥ jai, en

substituant et ordonnant les termes par rapport i y, ’équation
yi—1oy*—6y—1=o,

dans laquelle jai changé les signes pour rendre le premier terme positif.

Cette équation aura donc nécessairement une seule racine plus grande
que I'unité (19), de sorte que, pour en trouver la valeur approchée, il
n’y aura qu'a substituer les nombres o, 1, 2, 3,.., jusqu’a ce que I'on
trouve deux substitutions consécutives qui dennent des résultats de signe
contraire.

Pour ne pas faire beaucoup de substitutions inutiles, je remarque
qu’en faisant y == o j’ai un résultat négatif, et qu’en faisant y = 1o le
résultat est encore négatif; je commence donc par le nombre 10, et je
fais successivement y = 10, 11,.... Je trouve d’abord les résultats — 61,
54,...; Aot je conclus que la valeur approchée de y est 1o; done ¢ =1o0.

. I . . . .
Je fais donc y = 10 -+ ~» J'aurai I'équation
612 — 942> — 20z —1=o,

et, supposant successivement s =1, 2,..., jaurai les résultats — 54,
71,...; done r=1.

v . I . .
Je fais encore z =1+ —5 jaurai

54w + 25u* —8qu — Gi=o,

et, supposant ¥ =1, 2,..., jaurai les résultats — 71, 293,...; donc
s =1, et ainsi de suite.
En continuant de cette maniere, on trouvera les nombres

2) IO! I, I: 2) I! 3’ I, Ia 12,""

- 72.
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de sorte que laracine cherchée sera exprimée par cette fraction continue

d’otr I'on tirera les fractions (23)

2 21 23 44 1 155 576 931 1307 16415
D% T o B3 94 w5 3y 64 783

lesquelles seront alternativement plus petites et plus grandes que la va-
leur de x.

p .y . 16 I5 . 5 .
La derniere fraction 7_8437 est plus grande que la racine cherchée; mais
1

'erreur sera moindre que (78377 (23, 2°), c’est-a-dire moindre que
16415

0,000 000 016 3; done, si.I’on réduit Ia fraction 837

male, elle sera exacte jusqu’a la septieme décimale; or, en faisant la
q

en fraction déci-

division, on trouve 2,094 551486 5,...; ainsi, la racine cherchée sera
entre les nombres 2,094 551 49 et 2,094 551 47. -

Newton a trouvé par sa méthode la fraction 2,094 55147 (voyes sa
Methode des suites infinies), d’ou I'on voit que cette méthode donne dans
ce cas un résultat fort exact; mais on aurait tort de se promettre toujours
une pareille exactitude.

26. Quant aux deux autres racines de la méme équation, nous avons
| déja vu qu’elles doivent étre imaginaires; néanmoins, si 'on voulait
en trouver la valeur, on le pourrait par la méthode du n° 17.

Pour cela, on reprendra I'équation en ¢ trouvée ci-dessus, et, en y
changeant ¢ en w, on aura '

W -+ 120w — 36w — 643 = o,

et il ne s’agira plus que de chercher une racine réelle et positive de
cette équation. Or, puisqu’elle a son dernier terme négatif, elle aura



